
24.  Στο τρίγωνο ΑΒ∆, µε εφαρµογή του 
γενικευµένου Πυθαγορείου θεωρήµατος, 
έχουµε:  

 ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2 + 2Β∆⋅∆Μ 
 112 = x2 + 32 + 2⋅3⋅2 
 121 = x2 + 9 + 12 
 121 = x2 + 21, άρα  x2 = 100, άρα x = 10 
 Άρα Α∆ = 10 Γ

A

B M

x

∆

1111

3  
 
 
















+
=

+
=

+
=

4
 γ- 2β  2α  µ

4
β - 2γ  2α  µ

4
α - 2γ  2β  µ

222
2
γ

222
2
β

222
2
α  25.

. Έστω µα = 5, µβ = 3, µγ = 4. Θα είναι:  

 µ µ  µ 2
γ

2
β

2
α +=  ή  2β2 + 2γ2 - α2 = 2α2 + 2γ2 - β2 + 2α2 + 2β2 - γ2  ή  

β2 + γ2 = 5α2 > α2, τότε  < 90°. Παρόµοια βρίσκουµε  < 90°  ή  Γ  < 90° 
∧
A

∧
B

∧

 
 

26. Έστω το Μ µέσον της ΒΓ. Στο 
τρίγωνο ΒΗΓ µε εφαρµογή του 
2ου θεωρήµατος διαµέσων 
έχουµε:  
ΗΓ2 - ΗΒ2 = 2ΒΓ⋅∆Μ (1) 

 Οµοίως στο τρίγωνο ΑΒΓ 
έχουµε:  

 ΑΓ2 - ΑΒ2 = 2ΒΓ⋅∆Μ (2) 
Γ

A

B M

H

∆  

Από (1) και (2) έχουµε: ΗΓ2 - ΗΒ2 = ΑΓ2 - ΑΒ2 
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27.  Είναι: κ2 + λ2 - κλ < κ2 + λ2.  
 Άρα η γωνία που είναι  

απέναντι από την πλευρά 

 κλ- λ  κ 22 + είναι οξεία.  

Έχουµε: 
2

22  κλ- λ  κ 

+


 = 

 κ2 + λ2 - 2κ⋅Α∆ 
Γ

A

B

κ
λ

∆

 κ  + λ  - κλ2 2
 

 κ2 + λ2 - κλ = κ2 + λ2 - 2κ⋅Α∆ - κλ = - 2κ⋅Α∆ 

λ = 2Α∆  ή  Α∆ = 
2
λ .  Όµως συνΑ = 

ΑB
Α∆  = 

1
λ
2
λ

  ή  συνΑ = 
2
1 , άρα   = 60° 

∧
A

 

28.  Ισχύει µβ < µγ, άρα µ  < µ .  2
β

2
γ

 Άρα 
4

β - 2γ  2α 222 +  < 
4

 γ- 2β  2α 222 +   ή  3γ2 < 3β2   ή  γ2 < β2.  Άρα β > γ.  

 
 

29.  i. Ισχύει:   
α2 = β2 + γ2 + 2β⋅Α∆   (1) 

 Στο τρίγωνο Α∆Β έχουµε:  

 συνA1 = 
γ

A∆  

συν60° = 
γ

A∆  

2
1  = 

γ
A∆ , άρα  Α∆ = 

2
γ   (2) 

Γ

A

B α

β

∆

γ

120°
1

 

ii.  Από (1) και (2) έχουµε:  

α2 = β2 + γ2 + 2β 
2
γ  α2 = β2 + γ2 + βγ 
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30.  i.  72 > 32 + 52  δηλαδή  β2 > α2 + γ2, άρα  

 αµβλεία 
∧
B

 ii.  β2 = α2 + γ2 + 2α⋅∆Β  
72 = 52 + 32 + 2⋅5⋅∆Β  ή 
49 - 25 - 9 = 10∆Β  ή  ∆Β = 1,5  

 iii. συνB1 = 
AB
∆B  = 

3
5,1  = 0,5.  

Άρα Β1 = 60°, άρα   = 120° 
∧
B

Γ

A

B

∆

3

5

7

1

 
 
 

31.  Στο τρίγωνο Α∆Γ µε εφαρµογή του 
γενικευµένου Πυθαγορείου θεω-
ρήµατος έχουµε:  

 ΑΓ2 = Α∆2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅∆Η  (1) 
 Οµοίως στο τρίγωνο ∆ΒΓ έχουµε:  
 ∆Β2 = ΒΓ2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅ΕΓ (2)   

Η

Α

∆ Ε Γ

Β

 

Προσθέτουµε τις (1), (2): 
ΑΓ2 + ∆Β2 = Α∆2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅∆Η + ΒΓ2 + ∆Γ2 - 2∆Γ⋅ΕΓ =  
Α∆2 + ΒΓ2 + 2∆Γ2 - 2∆Γ (∆Η + ΕΓ). 

Αλλά ∆Η + ΕΓ = ΑΒ = 
2
Γ∆ .  

Άρα:   ΑΓ2 + ∆Β2 = Α∆2 + ΒΓ2 + 2∆Γ2 - 
2
∆Γ2∆Γ ⋅  =  

Α∆2 + ΒΓ2 + 2∆Γ2 - ∆Γ2 = Α∆2 + ΒΓ2 + ∆Γ2 
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32.  Στο τρίγωνο ΜΚΒ µε εφαρµογή του 
γενικευµένου Πυθαγορείου θεωρήµατος 
έχουµε:  

 ΚΒ2 = ΜΚ2 + ΜΒ2 - 2ΜΒ⋅ΜΖ  
 R2 = ΜΚ2 + ΜΒ (ΜΒ - 2ΜΖ)  
 Αλλά ΜΒ - 2ΜΖ = ΑΜ 

 Άρα R2 = ΜΚ2 + ΜΒ⋅ΑΜ  

A Ζ Β

Κ

Μ

 
 
 

33.  Έχουµε:  

 γ2 + β2 = 2  2
αµ  +

2
α 2

   

 2 µ  = γ2
α

2 + β2 - 
2
α 2

   

 2 µ  = α2
α

2 - 
2
α 2

 = 
2
α 2

 

  2
αµ  =

4
α 2

, άρα  µα = 
2
α  

Γ

A B

β

γ

Μ
α

 

 
 

34.  ΑΜ = µα = υα 

 ΑΒ2 + ΑΓ2 = 2  2
αµ  +

2

2ΒΓ  

 2 µ  = α2
α

2 + α2 - 
2
α 2

 = 2α2 - 
2
α 2

 = 
2

3α 2

 

 Τότε: µα = 
2

3α  = υα 

Γ

A

B M

α α

α  
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35.  Με εφαρµογή του 1ου 
θεωρήµατος διαµέσων στο 

Α Γ έχουµε:  
∆

B

 β2 + γ2 = 2ΑΜ2 + 
2
α 2

 (1) 

 Με εφαρµογή του θεωρήµατος 

διαµέσων στο ΑΛΝ έχουµε:  
∆

 λ2 + ν2 = 2ΑΜ2 + 
2

Λ 2Ν .  

Γ

A

B M ΝΛ

γ β
λν

α
 

Τότε:  2ΑΜ2 = λ2 + ν2 -
2

Λ 2Ν  (2) 

Από (1) και (2) έχουµε:  β2 + γ2 = λ2 + ν2 + 
2
α 2

 - 
2

Λ 2Ν =  

= λ2 + ν2 + 
2
α 2

 -  
2

2
α 2









 = λ2 + ν2 + 
2
α 2

 -  
8
α 2

, άρα β2 + γ2 = λ2 + ν2 + 
8

3α 2

 

 
36.  Έστω Μ µέσον του Β∆ και Ν 

µέσον του ΑΓ. 

 Στο τρίγωνο Α ∆ έχουµε:  
∆
B

 ΑΒ2 + Α∆2 = 2ΑΜ2 + 
2

Β 2∆    (1) 

 Στο τρίγωνο Β ∆ έχουµε:  
∆
Γ

 ∆Γ2 + ΒΓ2 = 2ΓΜ2 + 
2

Β 2∆     (2) 

Γ

A

B

∆

Μ

Ν

 
Με πρόσθεση κατά µέλη των (1) και (2) έχουµε:  
ΑΒ2 + Α∆2 + ∆Γ2 + ΒΓ2 = 2 (ΑΜ2 + ΓΜ2) + Β∆2 =  

2 (2ΜΝ2 + 
2

ΑΓ2

) + Β∆2 = 4ΜΝ2 + ΑΓ2 + Β∆2 ≥ ΑΓ2 + Β∆2 
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37. Εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα 

διαµέσων στα τρίγωνα Α Ε, Α∆ Γ:  
∆
B

∆

ΑΒ2 + ΑΕ2 = 2Α∆2 + 
2

ΒΕ2

  (1) 

Α∆2 + ΑΓ2 = 2ΑΕ2 + 
2

∆Γ2

   ή 
Γ

A

B ∆ Ε  

2Α∆2 + 2ΑΓ2 = 4ΑΕ2 + ∆Γ2   (2) 
Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1) και (2):  

ΑΒ2 + ΑΕ2 + 2Α∆2 + 2ΑΓ2 = 2Α∆2 + 4ΑΕ2 + ∆Γ2 + 
2

ΒΕ 2

  ή  

ΑΒ2 + 2ΑΓ2 = 3ΑΕ2 + ∆Γ2 + 
2

ΒΕ 2

 (3) 

Αλλά: ∆Γ = 2∆Ε, ΒΕ = 2∆Ε   
Άρα η (3) γίνεται:   ΑΒ2 + 2ΑΓ2 = 3ΑΕ2 + 4∆Ε2 + 2∆Ε2 = 3ΑΕ2 + 6∆Ε2 
 
 

38.  i.  Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:   
α2 + β2 + γ2 = 2α2 

  Άρα πρέπει να δειχθεί: α2 = 4 µ   2
α

  Αλλά µα = 
2
α  ή 2µα = α.  

  Άρα 4  = α2
αµ 2  (1) 

ii.  +  = 2
βµ 2

γµ
4

β - 2γ  2α 222 + + 
4

 γ- 2β  2α 222 +  

= 

Γ

A B

µα

Μ
α

β

γ  

4
 γ β  4α 222 ++  = 

4
5α 2

 = α2 + 
4
α 2

 = 5 µ   (λόγω της (1)). 2
α
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39.  Το τρίγωνο Β Γ είναι ορθογώνιο. Άρα:  
∆
Ο

 ΒΟ2 + ΟΓ2 = ΒΓ2  

 (
3
2  µβ)2 + (

3
2  µγ)2 = α2  

 
9
4  (  µ ) = α2  2

βµ  + 2
γ

Γ

A

B

µβ

µγ

Ο

α  

9
4  







 ++
4

 γ β  4α 222

 = α2  ή  4α2 + β2 + γ2 = 9α2  ή  β2 + γ2 = 5α2  

 
 

40.  i.   µ  +  2
αµ  + 2

β
2
γµ  =

4
 γ-2β  2α  β- 2γ  2α   2222222 +++++  α - 22γ 2β 2

= 
4

αγβ 23  2 +3  2 +3  = 
4

3α  ) γ (β 3 222 ++  = 

4
3α  2+3α 2

 = 
4
α 26  = 

2
3  α2  

ii.  GA2 + GB2 + GΓ2 = (
3
2  µα)2 + (

3
2  µβ)2 + (

3
2  µγ)2 = 

9
4
⋅

2
3  α2 = 

3
2  α2 

Γ

A B

G
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41.   Ισχύει  µ  = 2
βµ  + 2

γ 4
 γ β  4α 222 ++   (1) 

5  = 5 2
αµ

4
α - 2γ  2β 222 +      (2) 

2
βµ  +  = 5 µ   (3) 2

γµ 2
α

Η σχέση (3) λόγω των (1) και (2) γίνεται:  

4
 γ β  4α 222 ++  = 

4
5α - 10γ  10β 222 +  ή 4α2 + β2 + γ2 = 10β2 + 10γ2 - 5α2 

9α2 = 9β2 + 9γ2  

α2 = β2 + γ2.   Άρα  Α Γ  ορθογώνιο 
∆
B

 
 

42.  Πρέπει να δειχθεί ότι:  
 (α2 + γ2) - (β2 + δ2) = 2ΑΓ⋅ΖΗ  ή  
 (α2 - β2) + (γ2 - δ2) = 2ΑΓ⋅ΖΗ  
 Στα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓ∆ εφαρµόζουµε το 

2ο θεώρηµα διαµέσων:  

 Α Γ: α
∆
B 2 - β2 = 2ΑΓ⋅ΜΗ (1) 

 Α ∆: γ
∆
Γ 2 - δ2 = 2ΑΓ⋅ΜΖ  (2) 

Προσθέτοντας τις (1), (2) έχουµε:   
(α2 - β2) + (γ2 - δ2) = 2ΑΓ (ΜΗ + ΜΖ)  ή  
(α2 - β2) + (γ2 - δ2) = 2ΑΓ⋅ΖΗ 

 

ΓA

B

H
ΜZ

∆

α
β

δ γ

γ > δ
 > βα

 

 
 

43. 16 ( µ  µ  ) = … (µε αντικατάσταση και πράξεις) =  2
α

2
βµ  + 2

β
2
γµ  + 2

αµ 2
γµ

9 (α2β2 + β2γ2 + γ2α2) 
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