
44.  Με εφαρµογή του 1ου θεωρήµατος 

διαµέσων στο Α ∆ έχουµε:  
∆
B

 Α∆2 + ΑΒ2 = 2ΑΓ2 + 
2

Β∆ 2

 

 Α∆2 = 2ΑΓ2 - ΑΒ2 + 
2

Β∆ 2

 =  ΓB ∆

Α

 

ΑΓ2 + 
2

(2ΒΓ)2

 = ΑΓ2 + 
2

4ΒΓ2

 = ΑΓ2 + 2ΒΓ2  

 
 

45.  Εφαρµόζουµε το γενικευµένο 

Πυθαγόρειο θεώρηµα στο Α Γ: 
∆
B

 ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 + 2ΑΓ⋅Α∆ =  
 2ΑΓ2 + 2ΑΓ⋅Α∆ =  
 2ΑΓ (ΑΓ + Α∆) = 2ΑΓ⋅∆Γ 

Γ

A

∆

Β

 
 
 

46.  Στο Γ Β εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα 
διαµέσων:  

∆
Σ

 ΣΒ2 + ΣΓ2 = 2ΣΜ2 + 
2

ΒΓ2

 =  

 2ΣΜ2 + 
2

)2( 2ΑΜ  = 2ΣΜ2 + 2ΑΜ2 = 

 2 (ΣΜ2 + ΑΜ2) = 2ΣΑ2  

(γιατί το Σ Α είναι ορθογώνιο στο Μ) 
∆
M

Γ

A B

Σ

Μ
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47.  Εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα 

διαµέσων στο ΑM Ε, στο οποίο 
η ΑΓ είναι διάµεσος και έχουµε: 

∆

 ΑΕ2 + ΑΜ2 = 2ΑΓ2 + 
2

ME 2

 

 ΑΕ2 = 2β2 -  2
αµ  +

2
α 2

   (1) 

Γ

A

B Μ ΕΕα 
2

 

 Από την εφαρµογή του 1ου θεωρήµατος διαµέσων στο Α Γ έχουµε:  
∆
B

ΑΒ2 + ΑΓ2 = 2ΑΜ2 + 
2

ΒΓ2

 ή γ2 + β2 = 2 µ  + 2
α 2

α 2

ή 
2
α 2

 = β2 + γ2 - 2 µ   (2)  2
α

Η σχέση (1) βάσει της (2) γίνεται:  

ΑΕ2 = 2β2 -  + β2
αµ 2 + γ2 - 2   ή  ΑΕ2

αµ 2 = 3β2 + γ2 - 3 2
αµ  

 
 

48.  i.  Ισχύει: ∆Ζ⋅∆P = ∆Β⋅∆A = (R - δ) (R + δ) 
= R2 - δ2 

 Άρα ∆Ζ⋅∆Ρ = R2 - δ2 ή ∆Ζ = 
∆Ρ
δ - R 22

 (1) 

 Οµοίως ΓΕ⋅ΓΡ = ΑΓ⋅ΓΒ = (R - δ) (R + δ) 
= R2 - δ2 

 Άρα ΓΕ⋅ΓΡ = R2 - δ2 ή ΓΕ = 
ΓΡ
δ - R 22

 (2) 

Β

P

O
Γ

∆

Ε

Α

Ζ

δ δ

 

ii.  Από τις (1), (2) έχουµε:  

ΓΕ
ΓΡ  + 

∆Ζ
∆Ρ  = 

ΓΡ
δ - R

ΓΡ
22  + 

∆Ρ
δ - R

∆Ρ
22  = 22

2

δ - R
ΓΡ  + 22

2

δ - R
∆Ρ  =  

22

22

δ - R
∆Ρ  ΓΡ +  = 22

2
2

δ - R
2

Γ∆  20Ρ +
 = 22

22

δ - R
2δ  2R +  = σταθ. 

 69



49.  Με εφαρµογή του γενικευµένου 
Πυθαγορείου θεωρήµατος στο 
τρίγωνο ΓΒ∆ έχουµε:  

 Γ∆2 = ΓΒ2 + Β∆2 + 2∆Β⋅ΑΒ =   
 2ΓΒ2 + 2ΓΒ⋅ΑΒ = 2ΓΒ (ΓΒ + ΑΒ) =  
 2ΓΒ (Β∆ + ΑΒ) = 2ΓΒ⋅Α∆ 

Γ

A Β ∆  
 
 

50.  i. Με εφαρµογή του γενικευµένου 
Πυθαγορείου θεωρήµατος στο 

Α ∆ έχουµε:  
∆
B

  ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2 - 2Β∆⋅Μ∆ 
  ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆ (Β∆ - 2Μ∆)    (1) 
  Αλλά:  
  Β∆ - 2Μ∆ = Β∆ - Μ∆ - Μ∆ =  

  
2
ΓB  - Μ∆ = ∆Γ            (2) 

Γ

A

B
M ∆

Ε

1

1

Ο

 

Από (1) και (2) έχουµε:  ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆⋅∆Γ (3) 
Αλλά  Α∆⋅∆Ε = Β∆⋅∆Γ    (4) 
Από (3) και (4) έχουµε:  ΑΒ2 = Α∆2 + Α∆⋅∆Ε = Α∆ (Α∆ + ∆Ε) = Α∆⋅AΕ 

ii.  Από τα Β, ∆, Ε περνά ένας κύκλος και το σηµείο Α είναι εξωτερικό του 
σηµείο. Από τη σχέση ΑΒ2 = Α∆⋅ΑΕ έχουµε ότι το ΑΒ είναι εφαπτόµενο 
στον κύκλο που ορίζεται από τα σηµεία ∆, Ε, Β.  
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51.  Ισχύει  ΑΓ⋅ΓΒ = ΓΕ⋅ΓΖ   (1) 
 Αλλά ΑΓ = 3ΓΒ  

ΓΕ = ΕΟ - ΓΟ = 15 - 10 = 5 cm 
ΓΖ = ΓΟ + ΟΖ = 10 + 15 = 25 cm 

 H σχέση (1) βάσει των παραπάνω γίνεται: 
3ΓΒ⋅ΓΒ = 5⋅25  ή  3ΓΒ2 = 125  ή  

ΓΒ = 
3

125  

Ε

Ζ

Ο

Β

Α

Γ

 

Αλλά  ΑΒ = ΑΓ + ΓΒ.   Άρα  ΑΒ = 4ΓΒ  ή  ΑΒ = 4
3

125  cm 

 

52.  i.  Ρ Β ≈ Ρ Α (1)  γιατί 
∆
Α

∆
Γ

Ρ Γ = Α Γ (υπό χορδής και 
εφαπτοµένης) 

∧
Α

∧
B

∧
Ρ  =  (κοινή) 

∧
Ρ

Άρα ισχύει η (1)  
ii.  Από την οµοιότητα έχουµε:   

 
ΡΑ
ΡΒ  = 

ΑΓ
ΑΒ  = 

ΡΓ
ΡΑ   άρα   

 ΡΑ2 = ΡΒ⋅ΡΓ 

Γ

A

B

Ρ

Ο

 

Τότε: 
2

ΑΓ
ΑΒ







  = 

2

ΡΑ
ΡΒ







  = 2

2

ΡΑ
ΡΒ  = 

ΡΓΡΒ
ΡΒ2

⋅
 = 

ΡΓ
ΡΒ  
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53.  i.  Θα δείξουµε ότι το 
τετράπλευρο ΑΕ∆Β είναι 
εγγράψιµο σε κύκλο (1). Η 
πλευρά ΑΒ φαίνεται από τα 
∆, Ε µε γωνία ορθή. Άρα 
ισχύει η (1). Οµοίως τα 
ΑΖΗΕ, ΖΗ∆Β είναι 
εγγράψιµα σε κύκλο.  

ii.  Θα δείξουµε ότι  
 ΑΒ2 = ΒΗΒΕ + ΑΗ⋅Α∆ 

Γ

A

B

Ε

∆

Ζ
Η

 

Αφού από τα τετράπλευρα ΑΖΗΕ, ΖΗ∆Β περνά κύκλος ισχύει:  
ΒΗ⋅ΒΕ = ΒΖ⋅ΑΒ, ΑΗ⋅Α∆ = ΑΖ⋅ΑΒ 
Προσθέτουµε κατά µέλη τις παραπάνω σχέσεις και έχουµε:  
ΒΗ⋅ΒΕ + ΑΗ⋅Α∆ = (ΒΖ + ΑΖ) ΑΒ  ή ΒΗ⋅ΒΕ + ΑΗ⋅Α∆ = ΑΒ2 

 

 

54.  Ισχύει  ΓΕ2 = ΓΒ⋅ΓΖ 
 (2α)2 = α⋅ΓΖ  ή  ΓΖ = 4α  
 Αλλά ΖΒ = ΓΖ - ΒΓ = 4α - α = 3α 

 Το Α Ζ ορθογώνιο:  
∆
B

 (2R)2 = ΖΒ2 +ΒΑ2   ή  
 4R2 = (3α)2 + α2  ή  4R2 = 9α2 + α2  ή 

 R = 
2
5 α  ή  R = 

2
10 α 

Γ

A

B

Ε

∆

O

Ζ

α

α

α

2α
3α

α
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55.  ΡΑ = 9 cm, ΡΒ = 10 cm, ΡΓ = 15 cm 
 Ισχύει: ΡΑ⋅ΡΒ = Ρ∆⋅ΡΓ 
 9⋅10 = Ρ∆⋅15  ή  Ρ∆ = 6 cm 
 ΡΣ2 = Ρ∆⋅ΡΓ 
 ΡΣ2 = 6⋅15 

 ΡΣ = 109 ⋅ = 3 10 cm 

A

B

Γ

∆

O

Σ

Ρ

 
 

56.  i.  Έστω (Ο1, R1), (Ο2, R2) οι δύο 
κύκλοι 

x y = 90°, άρα  O
∧
Α 1

∆
ΑO2 

ορθογώνιο 
(O1O2)2 = (O1Α)2 + (O2Α)2  ή 

(O1O2)2 = R1  + R   (1) 2 2
2

ii.  ∆  = (O1O2)2 - R  1

22

O
)R ,(O

2
2

)1(
=  R 2

1  

Α

Ο2Ο1

y
x

 

 
57.  Το τετράπλευρο ΒΓΣΣ΄ είναι 

εγγράψιµο (Γ  = ΄ = 1L) σε 
κύκλο, άρα ΑΓ⋅ΑΣ = ΑΒ⋅ΑΣ΄. 
Αφού η ε σταθερή και ο κύκλος 

(Ο, 

∧ ∧
Σ

2
ΑΒ ) σταθερός, το γινόµενο 

ΑΒ⋅ΑΣ΄ είναι σταθερό: ΑΓ⋅ΑΣ 
= ΑΒ⋅ΑΣ΄ = σταθερό.   

Β

Σ

O

Γ

Σ ΄

ε
Α
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58.  Θα δείξουµε: ΡΒ2 = ΡΓ2 + ΒΓ⋅Β∆  (1) 
 ΡΓ2 = ΡΑ⋅ΡΒ ως εφαπτοµένη στον 

(Ο, R)  
 Από την (1) έχουµε:  
 ΡΒ2 - ΡΓ2 = ΡΒ2 - ΡΑ⋅ΡΒ =  
 ΡΒ (ΡΒ - ΡΑ) = ΡΒ⋅ΑΒ (2) 
 Αλλά ισχύει ΡΒ⋅ΑΒ = ΒΓ⋅Β∆, γιατί 

το ΑΓ∆Ρ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.  

Β

∆

O

Γ

ΡΑ

 

Άρα η (2) γίνεται:  ΡΒ2 - ΡΓ2 = ΒΓ⋅Β∆  ή  ΡΒ2 = ΡΓ2 + ΒΓ⋅Β∆ 
 
 

59.  Για κάθε σηµείο Μ έτσι ώστε  

ΜΟ = δ ισχύει  = = ΟΜM
R) (O,∆ 2 - R2 = 

δ2 - R2 = σταθερό, δ > R.  
O

Μ

 
 

60.  Θα δείξουµε:  ΑΕ⋅ΕΒ + 2ΟΖ2 = R2  
 Ισχύει AE⋅EB = R2 - OE2   ή  
 AE⋅EB + OE2 = R2    (1)  

 Αλλά το ορθογώνιο τρίγωνο Ε Ο  
∆
Z

 ( Z  = 90°) είναι και ισοσκελές, άρα ΕΖ = ΖΟ. 
∧

 Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε:  

O
Η ΒΑ

Γ

Ζ
Ε

∆

45°
45°

 
ΟΕ2 = ΕΖ2 + ΖΟ2 = 2ΖΟ2. Άρα η σχέση (1) γίνεται: ΑΕ⋅ΕΒ + 2ΖΟ2 = R2  
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61.  Έστω (O, R), (O΄, R΄) οι δύο 
κύκλοι και ΜΑΒ η κοινή 
τέµνουσα των δύο κύκλων.  

 Τότε ΜΚ2 = ΜΑ⋅ΜΒ και  
ΜΛ2 = ΜΑ⋅ΜΒ 

 Άρα ΜΚ = ΜΛ. 

Α

Ο΄Ο

Κ
Λ

Μ

Β

 
 
 

62.  i.  Ισχύει: ΑΜ⋅ΜΕ = ΒΜ⋅ΜΓ = 
4
α 2

,  

(αφού ΒΜ = ΜΓ = 
2
α ) 

 ii.  Θεώρηµα διαµέσων στο Α Γ:  
∆
B

  β2 + γ2 = 2  + 2
αµ

2
α 2

  (1)   ή  

Β

γ

O

Γ

β

Α

Ε

α
Μ

 
2 (β2 + γ2) = 4 µ  + α2

α
2  ή  α2 = 2 (β2 + γ2) - 4 2

αµ  

Από (i) έχουµε:  ΑΜ⋅ΜΕ = 
4
α 2

= 
4

4µ - ) γ (β 2 2
α

22 +
 = 

2
 γ β 22 +  - µ  2

α
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63. i.  Πρέπει να δείξουµε ότι: ΑΜ2 + ΜΚ2 = R2  
  Αφού ΒΜ = MΓ, ΚΒ = ΚΓ, τότε KM ⊥ BΓ 

  Είναι ΑΜ = 
2
ΒΓ

 γιατί Α Γ ορθογώνιο 

στην . 

∆
B

∧
A

  Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚM Γ έχουµε:  
∆

  ΜΚ2 + ΜΓ2 = R2  ή 

Β

∆ Κ

Γ

Α

Ε

Μ

 

ΜΚ2 + 
2

2
ΒΓ







  = R2  ή  ΜΚ2 + ΑΜ2 = R2  (1) 

ii.  Εφαρµόζουµε το θεώρηµα διαµέσων στο Α Κ:  

ΑΜ

∆
M

2 + ΚΜ2 = 2∆Μ2 + 
2

AK 2

  (ΑΚ σταθερό)  (2) 

Από (1) και (2) έχουµε: R2 - 
2

AK 2

 = 2∆Μ2  ή  ∆Μ = 
4

AK - 
2

R 22

 = 

σταθερό 
 

64.  Το ΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµµένο στον 
ίδιο κύκλο. Οι προεκτάσεις των ΑΒ, 
∆Γ τέµνονται στο Λ, οι προεκτάσεις 
των Α∆, ΒΓ στο Κ, καθώς και οι 
διαγώνιες του τετραπλεύρου ΑΓ, Β∆ 
στο  Μ. Έτσι οι δυνατές σχέσεις που 
συνδέουν τις αποστάσεις των 
σηµείων τοµής από τα Α, Β, Γ, ∆ 
είναι οι παρακάτω:  

 α) ΜΑ⋅ΜΓ = ΜΒ⋅Μ∆ 
 β) ΚΑ⋅Κ∆ = ΚΒ⋅ΚΓ 
 γ) ΛΑ⋅ΛΒ = Λ∆⋅ΛΓ 

Β

∆

Ο

Γ

Α

ΜΚ

Λ
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65.  Εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα 

διαµέσων στα τρίγωνα Ρ ∆, 

Ρ Γ και έχουµε:  

∆
B

∆
A

 ΡΒ2 + Ρ∆2 = 2ΡΟ2 + 
2

B∆2

 (1) 

 ΡΑ2 + ΡΓ2 = 2ΡΟ2 + 
2

Α 2Γ  (2) Β

∆

Γ

Α

Ρ

Ο

 
 Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1), (2): ΡΑ2 + ΡΒ2 + ΡΓ2 + Ρ∆2 = 

4ΡΟ2 + 
2
Β∆  Α 22 +Γ = 4R2 + 

2
Β∆  Α 22 +Γ = σταθερό, αφού οι διαγώνιες  

ΑΓ, Β∆ του παραλληλογράµµου είναι σταθερά ευθύγραµµα τµήµατα.  
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