
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ - ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 
 
 

Απαντήσεις - Λύσεις 

 
1.  ∆ίνεται ΑΒ = 6λ  
 Έστω Μ τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου. 

Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο 

ΜΑΒ έχουµε: ΜΑ2 + ΜΒ2 = 2ΜΟ2 + 
2

ΑΒ2

,  

 Ο µέσον του ΑΒ  ή  50λ2 = 2ΜΟ2 + 
2

36λ 2

 ή  

O

Μ

Α Β

 
ΜΟ2 = 16λ2  ή ΜΟ = 4λ = σταθερό 
Άρα το σηµείο Μ απέχει σταθερή απόσταση από το µέσο του ΑΒ, δηλαδή ο 
γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος (Ο, 4λ) 
Αντίστροφα:  Έστω ένα σηµείο Μ του κύκλου (Ο, 4λ).  

Τότε: ΜΑ2 + ΜΒ2 = 2ΜΟ2 + 
2

ΑΒ2

 = 2 (4λ)2 + 
2

36λ 2

 = 32λ2 + 18λ2 = 50λ2 

Άρα το Μ έχει την ιδιότητα: ΜΑ2 + ΜΒ2 = 50λ2 
Ο γεωµετρικός τόπος είναι όλα τα σηµεία του κύκλου (Ο, 4λ).  

 
2.  ∆ίνεται ΑΒ = 2λ, Ο το µέσον του.  
 Έστω ένα σηµείο Μ του επιπέδου µε:  
 ΜΑ2 - ΜΒ2 = 2ΑΒ⋅Ο∆  ή 2λ2 = 2ΑΒ⋅Ο∆ 

 2λ2 = 4λ⋅Ο∆  ή  Ο∆ = 
2
λ  = σταθερό 

 (ΜΑ > ΜΒ)  Το σηµείο ∆ βρίσκεται στην ηµιευθεία 

ΟΒ και απέχει από το Ο σταθερή απόσταση Ο∆ = 
2
λ . 

O

Μ

Α ∆ Β

(ε)

2λ

 

Το δε σηµείο Μ βρίσκεται πάνω στην ευθεία ε, που είναι κάθετη στην ΑΒ 
στο σηµείο ∆.  
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Αντίστροφα:  Για οποιοδήποτε σηµείο Μ της ευθείας (ε) ισχύει:  

ΜΑ2 - ΜΒ2 = 2ΑΒ⋅Ο∆ = 2⋅2λ⋅
2
λ  = 2λ2.  

Το Μ ικανοποιεί την ιδιότητα του προβλήµατος. Άρα ο γεωµετρικός τόπος 
είναι η ευθεία (ε).  

 
 

3.  Έστω Ρ σηµείο του µικρού τόξου  ώστε 
∩

AB

ΡΒ
ΡΑ  = 

ν
µ  και σηµεία ∆, Ε του ΑΒ ώστε:  

 
∆Β
∆Α  = 

ΡΒ
ΡΑ  = 

ΕΒ
ΕΑ  = 

ν
µ  (1) 

 Σύµφωνα µε την (1) αρκεί να χωρίσουµε τη 

χορδή ΑΒ σε λόγο 
ν
µ , εσωτερικά και 

εξωτερικά.  

O

Β

Α

Ρ

∆

Ε

 

Τότε τα ∆, Ε είναι συζυγή αρµονικά των Α, Β και η ∆ Ε = 90°. Άρα το Ρ 
βρίσκεται και πάνω στον κύκλο διαµέτρου ∆Ε.  

∧
P

Κατασκευή: Γράφουµε κύκλο διαµέτρου ∆Ε όπου η τοµή µε τον (Ο, R) 

ορίζει το σηµείο Ρ του   (έλασσον) που αντιστοιχεί στη χορδή ΑΒ. Ο 

κύκλος διαµέτρου ∆Ε τέµνει το µεγάλο τόξο  σ’ ένα σηµείο και δίνει 
δεύτερη λύση.  

∩
AB

∩
AB

 

4.  x2 = ( 2 α)2 + β2. Κατασκευάζω: 

i.  το 2 α, ως υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου µε 
κάθετες πλευρές α, α.  

ii.  το x ως υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου µε 

κάθετες πλευρές β, 2 α. 
α

2α

β

α

(  
2α

)
+ 
β

2 
2

x  
=
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5.  Πρέπει να είναι    x + y = 6  

       xy = 8 = (2 2 )2 
Πάνω σε ευθεία ε παίρνουµε τµήµα 
ΑΒ = 6. Με  διάµετρο το ΑΒ 

γράφουµε ηµικύκλιο (Ο, 
2

AB ).  Α Β

Γ

ε

∆

Ο

Ε

Ζ
 

Από το Α φέρουµε εφαπτοµένη στο ηµικύκλιο και σ’ αυτήν παίρνουµε 

τµήµα ΑΓ = 2 2 . Από το Γ φέρουµε παράλληλη προς την ΑΒ που τέµνει το 
ηµικύκλιο σε δύο σηµεία ∆, Ε. 
Η κάθετος από το ∆ προς την ΑΒ τέµνει αυτήν σε σηµείο Ζ, που τη χωρίζει 
σε δύο τµήµατα ΑΖ, ΖΒ. Αυτά είναι τα ζητούµενα τµήµατα x, y.  
Πράγµατι ΑΖ + ΖΒ = 6. Επίσης εάν φέρουµε τις Α∆, ∆Β, στο ορθογώνιο 
τρίγωνο Α∆Β ισχύει: 

∆Ζ2 = ΑΖ⋅ΖΒ  ή  (2 2 )2 = xy 
Άρα ΑΖ = x, ΖΒ = y.  
Παρατήρηση: Στο συγκεκριµένο πρόβληµα υπάρχουν δύο λύσεις, αφού 

2 2  < 3 και άρα η παράλληλη από το Γ προς την ΑΒ τέµνει το ηµικύκλιο 
σε δύο σηµεία.   
 
 

6.  Έστω Μ σηµείο της ε ώστε  

 
ΜΒ
ΜΑ  = 

ν
µ  και ∆, Ε σηµεία του ΑΒ 

ώστε 
∆Β
∆Α  = 

ΕΒ
ΕΑ  = 

ΜΒ
ΜΑ  = 

ν
µ  (1). 

 Τα ∆, Ε είναι τα συζυγή αρµονικά 
των Α, Β, είναι σταθερά και η 

∆ Ε = 90°.  
∧

M
A

B

∆

E
Μ

ε

 

Άρα το σηµείο Μ βρίσκεται και πάνω στον κύκλο διαµέτρου ∆Ε.  
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Κατασκευή: Προσδιορίζουµε τα ∆, Ε ώστε να είναι συζυγή αρµονικά των Α, 
Β σύµφωνα µε την (1). Γράφουµε κύκλο διαµέτρου ∆Ε. Οι τοµές του κύκλου 
αυτού µε την ε ορίζουν τα ζητούµενα σηµεία Μ.  
Παρατήρηση: Για να έχει λύση το πρόβληµα πρέπει η απόσταση του µέσου 

του ∆Ε από την ε να είναι µεγαλύτερη ή ίση µε 
2
∆E  (δύο λύσεις ή µία λύση 

αντίστοιχα).  
 
 

7.  ΜΑ2 + ΜΒ2 = 2ΜΟ2 + 
2

ΑΒ2

 (θεώρηµα 

διαµέσων στο Α Β, ΑΒ σταθερό). Για 
να είναι το ΜΑ

∆
M
2 + ΜΒ2 ελάχιστο θα 

πρέπει να είναι ελάχιστο το ΜΟ, το 
οποίο είναι όταν ΟΜ ⊥ (ε) (ΟΜ ≤ 
ΟΜ΄), Μ΄ τυχαίο σηµείο της (ε).   

A

B

Ο

Με Μ ́
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