
Ερωτήσεις  ανάπτυξης 
 
1. α) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΗΟ, έχουµε: 

ΒΗ2 = ΒΟ2 - ΟΗ2      (1)  
Αλλά ΟΗ = R, ΒΟ = 2R, αφού η γωνία 
ΟΒΗ = 30°. 
Η (1) γίνεται:  
ΒΗ2 = (2R)2 - R2 = 4R2 - R2 = 3R2  

Άρα ΒΗ = R 3  = 3 3  cm 
Γ

O

B H

A

 

H πλευρά α του ισοπλεύρου τριγώνου είναι α = 6 3cm . 

β) Το ΕΑΒΓ = 3ΕΒΟΓ = 3 
2
1  ΒΓ⋅ΟΗ = 

2
3  6 3 ⋅3 = 2cm327 . 

 
 

2. Η κεντρική γωνία ω του κανονικού ν-γώνου δίδεται από τον τύπο:  

ω = 
ν

360° , ν ∈ Ν - {1, 2}. Με ω = 16° έχουµε: 16° = 
ν

360°  ή ν = 
°
°

16
360  = 22,5.  

Άρα δεν υπάρχει τέτοιο κανονικό πολύγωνο.  
 
 

3.  α)  Ισχύει ΑΒ + ΒΓ = 80 cm    (1) 
Αν x είναι η πλευρά του τετραγώνου, τότε 
από το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο 
ΑΒΓ έχουµε:  
ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2  ή  (2R)2 = x2 + x2  ή   

4R2 = 2x2  ή  x2 = 2R2.   Άρα x = R 2   (2)  

Γ

O

BA

∆

R

 

Από (1) και (2) έχουµε:  2 R 2  = 80  ή  R = 
2

40   ή  R = 20 2  cm 

β) Η πλευρά x του τετραγώνου είναι: x = 20 2 ⋅ 2  = 40 cm 

         Άρα   
κύκλου

τετραγώνου

Ε
Ε

  λ =  =  
22

22

cm)220(π
cm40

⋅
 2

2

cm800π
cm1600

⋅
, άρα  λ  = 

π
2  
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4.  α)  Ισχύει ΑΓ - ΑΒ = 12 cm   (1) 
Αν x η πλευρά του τετραγώνου, τότε:  

2R = x 2  ή  x = R 2    (2) 
Η (1) λόγω της (2) γίνεται:  

2R - R 2  = 12  ή  R (2 - 2 ) = 12  ή   

R = 
2 - 2

12  = 
)2  (2 )2 - (2

)2  (2 12
+

+  = 
2 - 2

)2  (2 12
2

+   ή  R = 6 (2 + 2 ) cm 

β) E = πR2 = π [6 (2 + 2 )]2  ή  Ε = 72π (3 + 2 2 ) cm2 
 
 
5.  α)  Ισχύει λ4 + λ3 = 96 cm (1) 

µε λ4 = R 2 , λ3 = R 3 , η σχέση (1) γίνεται:  

R 2 + R 3  = 96  ή  R ( 3 + 2 ) = 96  ή   

R = 
2 3

96
+

 = 
)2 - 3( )2 3(

)2 -3( 96
+

   

R = 96 ( 3 - 2 ) cm 

β) α4 = 
2

2R  = 
2

2 )2- 3( 96   ή  cm 2)-6( 48α 4 =  

α3 = 
2
R  = 

2
)2- 3( 96   ή  cm )2 - 3( 48α3 =  

 
 
6. Το εξάγωνο που σχηµατίζεται από τα µέσα 

των πλευρών του κανονικού εξαγώνου 
ΑΒΓ∆ΕΖ είναι το ΗΘΙΚΛΜ. Συγκρίνοντας 
τα τρίγωνα ΗΒΘ, ΘΓΙ, παρατηρούµε ότι 
έχουν ΗΒ = ΒΘ = ΘΓ = ΓΙ και γωνίες 

 =  = 120°.  
∧
B

∧
Γ

Α

Γ

Β

∆Ε

Ζ

Η

Κ

ΙΛ

ΘΜ
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Άρα αυτά είναι ίσα και άρα ΗΘ = ΘΙ. Επίσης, η γωνία Η Ι = 120°.  
∧
Θ

Γενικεύοντας ισχύει ΗΘ = ΘΙ = … = ΜΗ και  =  = 
∧
Θ

∧
Ι

∧
Κ  = … =  = 120°.  

∧
Η

Άρα το εξάγωνο ΗΘΙΚΛΜ είναι κανονικό.  
 
 
7. Τα δύο κανονικά οκτάγωνα είναι όµοια πολύγωνα και ο λόγος οµοιότητας λ 

ισούται µε το λόγο των αποστηµάτων τους, δηλαδή λ = 
α
α

8

8′
=

3
4

.  

α) Ο λόγος των περιµέτρων του ισούται µε το λόγο οµοιότητας, δηλαδή 

4
3

Π'
Π

= .  

β) Ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το τετράγωνο του λόγου της 

οµοιότητάς τους, δηλαδή 
16
9

Ε'
Ε
= .  

 
 
8. α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΗΑ εφαρµόζουµε 

Πυθαγόρειο θεώρηµα και έχουµε:  
  ΑΗ2 = ΑΟ2 - ΟΗ2  ή   

  ΑΗ2 = 82 - (4 3 )2 = 64 - 16⋅3 = 16.  

  Άρα ΑΗ = 4 cm και ΑΒ = λν = 8 cm Α ΒΗ

Ο

ω

 
β) Στο τρίγωνο ΟΑΒ, η ΟΑ = ΑΒ = 8 cm, δηλαδή  νλ R = . Άρα το τρίγωνο 

ΟΑΒ είναι ισόπλευρο, άρα γωνία = 60°. 
∧
Ο

γ)  Το πλήθος των πλευρών ν του κανονικού πολυγώνου είναι:  

ν = 
ω

360°    ή  ν = 
°
°

60
360    ή  ν = 6, πρόκειται δηλαδή για κανονικό εξάγωνο.  
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9.  α)  Η πλευρά ΑΒ = 6 cm είναι η πλευρά του 
κανονικού εξαγώνου του εγγεγραµµένου 
στον κύκλο (Ο, R).  

  Άρα ΑΒ = λ6 = R = 6 cm. Εποµένως η 

πλευρά ΑΓ = λ3 = R 3  = 6 3  cm.  

β)  ΑΒ = λ6 = 6 cm  

ΟΗ = α6 = 
2

3R  = 
2

36 = 3 3  cm Α

Γ

Β

∆Ε

Ζ

Η

ω

Ο

Θ

 

ΑΓ = λ3 = R 3  = 6 3  cm 

ΟΘ = α3 = 
2
R  = 

2
6  = 3 cm.   

Εποµένως: λ = 
ΓΕ)A(
Γ∆ΕΖ)AB(  = 

(OΑΓ) 3
(ΟΑΒ) 6  = 

ΟΘΑΓ 
2
1 3

ΟΗΑΒ 
2
1 6

⋅

⋅
 = 

ΟΘΑΓ
ΟΗ2ΑΒ

⋅
⋅ , 

λ = 
336
3362

⋅

⋅⋅  = 2 

 
 

10.  α) Στο τρίγωνο ΑΓΕ η ΓΒ είναι 
διάµεσος (αφού ΑΒ = ΒΕ) και 
ύψος (αφού η γωνία Β = 90° ως 
εγγεγραµµένη γωνία που βαίνει σε 
ηµικύκλιο).  
Άρα το τρίγωνο ΑΓΕ είναι 
ισοσκελές και άρα ΑΓ = ΓΕ.  

 

β)  Στο τρίγωνο ΑΓΕ οι γωνίες  =  = 45°. Άρα η γωνία Α Ε = 90°. Άρα 
η ΓΕ είναι εφαπτοµένη του κύκλου στο σηµείο Γ.  

∧
A

∧
E

∧
Γ

γ)  (ΑΓΕ) = 
2
ΓΕAΓ ⋅  = 

2
2R2R ⋅  = 2R2 
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11.  α)  = 360° - (  +  + ) =  
∩
∆A

∩
AB

∩
BΓ

∩
Γ∆

360° - 60° - 90° - 120° = 90° 

Άρα ∆  = B  = 90°.  
∩
A

∩
Γ

Άρα οι χορδές Α∆ και ΒΓ είναι ίσες και 

επιπλέον ΑΒ // Γ∆ ( .  )57Γ ,105  B °=°=
∧∧

Άρα ΑΒΓ∆ ισοσκελές τραπέζιο.  Α

Γ

Β

∆

Η

Ο

Θ

 

 

β)  AB  = 60°, άρα η χορδή 
∩

RλAB 6 ==     
∩

BΓ  = 90°, άρα η χορδή 2RλΒΓ 4 ==  
∩
Γ∆  = 120°, άρα η χορδή 3RλΓ∆ 3 ==  
∩
∆A  = 90°, άρα η χορδή 2Rλ = Α∆ 4 =  

 

γ)  Ε = 
2
1  (ΑΒ + Γ∆) ΗΘ     (1) 

Αλλά ΟΗ = α6 = 
2

3R , ΟΘ = α3 = 
2
R  

Άρα ΗΘ = ΟΗ + ΟΘ = 
2

3R  + 
2
R  = 

2
1)  3( R +   (2) 

Η (1) λόγω της (2) και του (β) ερωτήµατος γίνεται: 

Ε = 
2
1  )3R (R +  

2
1)  3( R +  = 

4
1)  3( R 22 +  
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12. α) ΑΒ = λ4, Α΄Β΄ = λ4΄ , ΑΓ = δ = 2 R 
(δ διαγώνιος του τετραγώνου ΑΒΓ∆)  

Άρα δ = 2R = AB 2   ή  AB = 
2

2R  ή  

ΑΒ = λ4 = 
22

R22
⋅

  ή  λ4 = R  2  και 

Α΄Β΄ = λ4΄ = 2R.   

β)  
Ε
Ε = 
′

λ  = 
2 

4

2
4
΄λ
λ

 = 2

2

(2R)
)2(R  = 2

2

4R
2R  = 

2
1  

 
13.  H απόσταση  

ΚΛ = ΚΗ + ΗΛ =  

α6 + α6 = 2α6 = 
2

32R  = R 3 .  

Αλλά λ6 = R = λ.  

Άρα  ΚΛ = λ 3 . 

ΛΚ

λλ

Η

 
 
14.  α) Έχουµε µε R = 3 cm:  

ΑΒ = λ6 = 3 cm,   ΟΘ = α6 = 
2

33  cm 

ΟΗ = α3 = 
2
3  cm,  ∆Ζ = λ3 = 3 3  cm 

Άρα  = 6 ΑΒΓ∆ΕΖΕ
2
1  ΑΒ⋅ΟΘ =  

6 
2
1  3 

2
33  = 2cm

2
327  

Α

Γ Β

∆

Ε Ζ

Η

Ο

Θ

 

β)  Ε = 
2

327E - Ε ZB∆ΑΒΓ∆ΕΖ =  - 3 
2
1  ∆Ζ⋅ΟΗ =  

 
2

327  - 3 
2
1  3 3  

2
3

 = 
2

327  - 
4

327  .   Άρα Ε = 
4

327  cm2. 
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15. α) H κεντρική γωνία ω του κανονικού εγγεγραµµένου πολυγώνου είναι:  
∧
ω  = 

3
4  L  ή   = 120°.  Αλλά ισχύει  = 

∧
ω

∧
ω

ν
360°  µε ν τον αριθµό των 

πλευρών του κανονικού πολυγώνου.  Άρα ν = 
°
°

120
360 , ν = 3  

β)  Η πλευρά λ3 του ισοπλεύρου τριγώνου είναι 3Rλ3 =  και το απόστηµά 

του α3 = 
2
R . Άρα το εµβαδόν του υπολογίζεται:  

Ε = 3 
2
1  R 3

2
R   ή  E = 

4
33R 2

cm2 

 

16.  α)  ΑΒ = λ6 = R OH = α6 = 
2

3R  

ΑΒΓ∆ΕΖΕ  = 6 
2
1  AB⋅ΟΗ  =  

6 
2
1  R 

2
3R  = 

2
33R 2

  

β) E = πR2 -  = πRΑΒΓ∆ΕΖΕ 2 - 
2

33R 2

 = Α

Γ

Β

∆Ε

Ζ

Η

Ο

 

2
33R - 2πR 22

 = 
2

R 2

 (2π - 3 3 ) 

 

17.  α) Η ακτίνα του κύκλου είναι 
2
α . Άρα το 

εµβαδόν του κύκλου είναι:  

 Ε = π 
2

2
α






 = 

4
πα 2

 (1) 

β) Το εµβαδό του τετραγώνου είναι:  
 = αΑΒΓ∆E 2 (2) 

Α

Γ

Β

∆

α

Ο

 
Με αφαίρεση της (1) από τη (2) έχουµε το ζητούµενο εµβαδό:  

Ε = α2 - 
4
πα 2

 = 
4
 πα- 4α 22

 = 
4
α 2

 (4 - π) 
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18.  α) Αν λ4 είναι η πλευρά του τετραγώνου, τότε 

2Rλ 4 =   ή  cm 26λ 4 = .  

Εποµένως ΕΑΒΓ∆ = (6 2 )2 cm2 = 72 cm2.  
β)  H ακτίνα του εξωτερικού κύκλου είναι R = 6 cm 

και η ακτίνα του εσωτερικού κύκλου είναι 

ρ = 3 2 cm. Άρα ο λόγος των εµβαδών τους είναι: 

 

 

 2  
18
36

)2(3π
6πλ

2

2

==
⋅

⋅
=  

 
 
 

19.  α) Η ΑΒ είναι πλευρά ισοπλεύρου τριγώνου 

εγγεγραµµένου σε κύκλο. Άρα = 120°. 
Εποµένως:  

∧
Ο

  ∩
AB

S  =
°

°⋅⋅
180

120Rπ  = 
3
2  πR 

β) Για το εµβαδό του κυκλικού τοµέα ΑΟΒ 
έχουµε: 

Α Β

Ο

 

E R Ro

oκ.τοµ. =
⋅ ⋅

=
π π2 2120

360 3
 

 
 

20.  α) Στο ορθογώνιο 
τρίγωνο ΟΚΑ µε ΟΑ 

= R και ΟΚ = 
2

2R  

εφαρµόζουµε 
πυθαγόρειο θεώρηµα 
και έχουµε: 

Α

Β

Ο Ο΄

R R

Κ2
1
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ΑΚ2 = ΟΑ2 - ΟΚ2 = R2 - 
2

2
2R










 = R2 - 

4
2R 2

 = 
4

2R 2

 = 
2

R 2

 

Άρα ΑΚ = 
2

2R  και εποµένως το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ είναι 

ισοσκελές.  

  Άρα 
∧
Ο 1 = 45°, άρα  = 

∧
Ο

∧
Ο 1 + 

∧
Ο 2 = 90°. Εποµένως:   

  E  = ∩
AOB °

°⋅⋅
360

90Rπ 2

 = 
4

πR 2

  (1) 

β) Ε = 2 [  - Ε∩
AOB

E ΑΟΒ]  (2) 

Αλλά ΕΑΟΒ = 
2

R 2

  (3) 

Από (1) και (3) η σχέση (2) γίνεται:  Ε = 2 [
4

πR 2

 - 
2

R 2

] = 
2

R 2

 (π - 2)  

 
21.  α)  Για τον υπολογισµό του εµβαδού του 

µικρότερου κυκλικού τµήµατος αφαιρούµε 
από το εµβαδό του κυκλικού τοµέα ΑΟΒ το 
εµβαδό του τριγώνου ΑΟΒ.  

∩
AOB

E  = 
°

°⋅⋅
360

90Rπ 2

 = 
4

πR 2

  (1) 

ΕΑΟΒ = 
2

ΑΟ2

 = 
2

R 2

  (2) 
Α Β

Ο

 

Το ζητούµενο εµβαδόν σύµφωνα µε τις (1), (2) είναι:  

Ε = 
4

πR 2

 - 
2

R 2

 = 
4

R 2

 (π - 2) (3) 

β)  Για τον υπολογισµό του µεγαλύτερου κυκλικού τµήµατος αφαιρούµε από 
το εµβαδό του κύκλου το εµβαδό της σχέσης (3) και έχουµε:  

Ε = πR2 - 
4

R 2

 (π - 2)  Ε = 
4

R 2

 (3π + 2) 
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