
22.  α) Είναι ΑΟ = ΟΓ, ΟΗ ⊥ Α∆, τότε ΟΗ // ∆Γ. 

Στο τρίγωνο Α∆Γ η ΟΗ = // 
2
∆Γ  ή  

  ∆Γ = 2ΟΗ = 2R. 
  E  = ∆ΓABΓ∆

2 = (2R)2 = 4R2 

 β)  Στο τετράγωνο ΑΒΓ∆ πλευράς 2R η 
ΑΓ διαγώνιός του. Τότε ισχύει:  

  ΑΓ2 = Α∆2 + ∆Γ2   ή  ΑΓ2 = (2R)2 + 
(2R)2  ή  ΑΓ2 = 8R2 

 

Η Ο 

 Ο λόγος εµβαδών των δύο κύκλων (Α, ΑΓ), (Ο, R) είναι: 

2

2

2

2

R) (Ο,

AΓ) (A,

πR
π8R

πR
πA  

E
E

=
Γ

=  = 8 

 
 

23.  Το τρίγωνο ∆ΟΓ είναι ορθογώνιο στο Ο και 
ισοσκελές (∆Ο = ΟΓ). Επίσης ΟΗ ⊥ ∆Γ.  
Άρα ∆Η = ΗΓ = α και ΟΗ = α.  

Στο τρίγωνο ΟΗ∆, ∆
∧

1 = 45°,  = 90°.  
∧
Η

Εφαρµόζουµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα:  
 ∆Ο2 = ∆Η2 + ΗΟ2,   
 ∆Ο2 = α2 + α2  ή  ∆Ο2 = 2α2      (1) 

Α

Γ

Β

∆ α

Ο

α

2α

1
Η

 

α)  Ε(Ο, ΟΗ) = π⋅ΟΗ2 = πα2   

β) Ε(Ο, Ο∆) = π⋅Ο∆2    π⋅2α
)1(
= 2 , άρα: 2

πα
2πα  

E
E

2

2

ΟΗ) (Ο,

O∆) (O, ==  
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24.  Για το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε:  

 α2 = β2 + γ2   ή  
4
πα 2

 = 
4
πβ2

 + 
4
πγ 2

 ή 

 π 
2

2
α






  = π 

2

2
β






  + π 

2

2
γ






  ή 

 Εα = ΕΒ + Εγ 

Α Γ

Β

α

β

γ

 

Με Εα συµβολίζουµε το εµβαδό του κύκλου µε διάµετρο α  
Με Εβ συµβολίζουµε το εµβαδό του κύκλου µε διάµετρο β 
Με Εγ συµβολίζουµε το εµβαδό του κύκλου µε διάµετρο γ.  

 
 

25.  α) Είναι ΟΑ = ΟΒ = R,  ΕΟΑΒ = 
2
1  RR = 

2
R 2

 

β) EΜΗΝΙΣΚΟΥ =  
ΕΗΜΙΚΥΚΛΙΟΥ (Κ, ΚΒ) - [ΕΚΥΚΛΙΚΟΥ ΤΟΜΕΑ ΑΟΒ - ΕΑΟΒ]  
(Ι) 
Στο ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ  

(ΟΑ = ΟΒ = R,  = 90°) έχουµε: 
∧
O

 

ΑΒ2 = ΟΑ2 + ΟΒ2  ή  (2ΚΒ)2 = R2 + R2  ή  4ΚΒ2 = 2R2  ή  ΚΒ2 = 
2

R 2

 (1) 

ΕΗΜΙΚΥΚΛΙΟΥ (Κ, ΚΒ) = 
2

πKB2

 
)1(
=   

2
2

R π
2

 = 
4

πR 2

 (2) 

ΕΚΥΚΛΙΚΟΥ ΤΟΜΕΑ ΑΟΒ - ΕΑΟΒ = 
360

90πR 2

 - 
2

R 2

 = 
4

πR 2

 - 
2

R 2

    (3) 

Από την ισότητα (Ι):  

EΜΗΝΙΣΚΟΥ = ΕΗΜΙΚΥΚΛΙΟΥ (Κ, ΚΒ) - [ΕΚΥΚΛΙΚΟΥ ΤΟΜΕΑ ΑΟΒ - ΕΑΟΒ]    
(3) (2),
=

4
πR 2

- (
4

πR 2

 - 
2

R 2

) = 
2

R 2
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26. Αν  είναι η κεντρική γωνία του κανονικού 
πενταγώνου τότε:  

∧
ω

∧
ω = 

5
360°   ή  = 72° 

∧
ω

Αν  η εσωτερική γωνία του κανονικού πενταγώνου 

είναι: 

∧
φ

 

∧
φ  +  = 180°  ή   φ  = 180° - 72°  ή  φ  = 108° 

∧
ω

∧ ∧

Στο τρίγωνο ΑΒΕ  είναι ΑΒ = AΕ (ισοσκελές), άρα:  
∧

ABE  = , τότε 2  +  = 180°  ή  2  = 180° - 108°  ή    
∧

AEB
∧

ABE
∧
A

∧
ABE

2  = 72°  ή   = 36°  
∧

ABE
∧

ABE

Η  =  -   ή    = 108° - 36°  ή   = 72°.  
∧

EBΓ
∧

ABΓ
∧

ABE
∧

EBΓ
∧

EBΓ

Όµως  =  +  = 
∧

ΖBΓ
∧

ΖBΕ
∧

EBΓ
2

ABE
∧

 + EB  = 
∧
Γ

2
36°  + 72° = 18° + 72° = 90° 

Άρα ΖΒ ⊥ ΒΓ.  
 
 

27.  Από την προηγούµενη λύση της (26), έχουµε:  = 72° και  = 108°, 

άρα  + B  = 72° + 108° = 180°. Τότε ΒΕ // Γ∆, αφού οι εντός και επί 
τα αυτά των ΒΕ, Γ∆ που τέµνονται από τη ΒΓ είναι παραπληρωµατικές.  

∧
EBΓ

∧
BΓ∆

∧
EBΓ

∧
Γ∆
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28.  Από το σχήµα: ΟΗ = 3 cm, ΟΒ = x, ΗΒ = 
2
x .  

 Στο : ΟΒ
∆

OHB 2 = ΟΗ2 + ΗΒ2   ή   

x2 = 32 + 
4

x 4

  ή 
4

3x 2

 = 9  ή  x2 = 12  ή  

x = 2 3  cm.  Όµως: 

Α

Γ

Β

∆Ε

Ζ

Η

Ο

 

α΄6 = ΟΗ = 3 cm, ΑΒ = 2ΗΒ  ή  ΑΒ = x = 32 .  

Άρα   α) λ΄6 = 32  cm  

 β) α΄6 = 3 cm     

 γ) ΕΑΒΓ∆ΕΖΗ = 6ΕΑΟΒ = 6 
2
α΄ λ΄ 66  = 6 

2
332 ⋅  = 18 3  cm2 

 

29.  Είναι λ3 = 9 cm. Γνωρίζουµε ότι λ3 = R 3 , τότε R 3 = 9  ή  R = 3 3 cm 

α) Το µήκος του κύκλου L = 2πR = 2π⋅3 3  = 6π 3  cm 

β)  Eτριών κυκλικών τµηµάτων εκτός τριγώνου = πR2 - Eισοπλευρ. = π (3 3 )2 - 
4

3λ 2
3  =  

27π - 
4

392

 = (27π - 
4

318 ) cm2 = 9 (3π - 
4

39 ) cm2. 

 

30. α)  π 
2

2
AB







 = π 

2

2
6α







 = π (3α)2 = 9πα2, ΑΒ = 6α 

β)  Είναι ΑΓ = Γ∆ = ∆Β = 
3

AB = 
3

6α  = 2α.  

Τότε π 
2

2
AΓ







 = π 

2

2
2α







 =  πα 2

γ)  Από το (α) και το (β) έχουµε: 2

2

9πα
3πα  = 1

3
  

δ)  Εγραµµοσκιασµένο = Ε(Ο, ΟΑ) - 3Εµικρού κύκλου = 9πα2 - 3πα2 =  6πα 2
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31. α)  Το τρίγωνο ΟΒ∆ είναι ισοσκελές (ΟΒ = Ο∆) 

µε , άρα είναι ισόπλευρο. Το ίδιο και 
για το τρίγωνο ΟΕΓ. 

B o
∧
=60

β)  Είναι: Εκυκλικού τοµέα Ο∆ΖΒ = 
360

60(OB) π 2 ⋅  =  

= 
6
2
α π

2









 = 
24
πα 2

  

 

γ) Τα εµβαδά των δύο γραµµοσκιασµένων κυκλικών τµηµάτων είναι:  

Ε = 2 







∆ΒΟ

2

Ε - 
24
πα

  = 2 




























4

3 
2
α

 - 
24
πα

2

2

  = 2 









16
3 α - 

24
πα 22


  =  

= 
12
πα 2

 - 
8
α 3 2

 = 
4
α 2












2
3 - 

3
π  

 

32.  Είναι: 
4
1

R
2/R

α
α

E
E 22

3

3

περ/νου

εγ/νου =





=








′

=  

 

33. α)  Η ΑΒ∆ = 90° γιατί βαίνει σε ηµικύκλιο 
∧

α3 ⊥ ΑΒ, α6 ⊥ Β∆, τότε α3 ⊥ α6 

β) ΕΑΟΒ =  
2
ABα3 ⋅  = 

2

3R
2
R
⋅

 = 
4

3R 2

 

ΕΟΒ∆ =  
2
B∆α6 ⋅  = 

2

R
2

3R
⋅

 = 
4

3R 2

,  

τότε:  ΕΑΟΒ = ΕΟΒ∆ 
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34.  22222
στεφαν. ΑΣπ)ρ - (R π πρ- πRE ⋅===

Όµως  ΕΟΑΣ = 
2
ρAΣ ⋅   ή  

ρ
2ΕΟΑΣ  = ΑΣ,  τότε: 

2

2
ΟΑΣ

2
ΟΑΣ2

στεφαν. ρ
4Ε π

ρ
2Ε  π πAΣE =








==  

 
 

 

35.  Το τρίγωνο ΟΑ∆ είναι ισόπλευρο µε 
πλευρά Α∆ = 2R. Άρα:  

 ΕΟΑ∆ = 
4

3 (2R)2

 = R2 3   

Α

Γ

Β

∆Ε

Ζ

Ο

K

R

R

 

 

36. Εισοπλ. = 12 3 cm2, όµως  Εισοπλ. = 
2
αλ

  333  = 
2

2
R33R ⋅

 = 
4

33R 2

  

Τότε: 
4

33R 2

 = 12 3   ή  R2 = 16  ή  R = 4 cm  

α) λ4 = 2 R  ή  λ4 =  2 ⋅ 4  ή  λ4 =  4 2 cm 

β) α4 = 
2
2 R  ή  α4 =  

2
2  4  ή  α4 =  2 2  cm 

γ) Ε4 = λ   ή   Ε2
4 4 = (4 2 )2  ή  Ε4 = 32 cm2 

 

 
37.   α) Πλευρά τετραγώνου = 2⋅40 = 80 m  

β) Αξία χωραφιού = 802⋅10.000 = 64.000.000 δρχ.  
γ) Εζητούµενο = 802 - π⋅402 = 6400 - 1600 π = 1600 (4 - π) m2  
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38.  Είναι διάµετρος δ = 0,5 m, Lτροχού = 2π 
2
δ  = π⋅0,5 m 

Αν ν ο αριθµός στροφών, τότε ν⋅Lτροχού = 1.000 m  ή  ν = 
τροχούL

1000   ή   

ν = 
0,5π
1000  = 

π
2000  στροφές.  

 
 

39.  α)  Στο κυκλικό πάρκο R = 6 m θα εγγραφεί τετράγωνο πλευράς λ4 = R 2   

ή   λ4 = 6 2 , Ε4 = (6 2 )2 = 72 m2. ∆ηλαδή θα χρειαστούν 72:0,09 
πλακάκια = 800 πλακάκια.  

β) Αν Ε το µέρος που δεν έχει πλακάκια, θα είναι:  

Ε = πR2 - λ   ή  Ε = π62
4

2 - (6 2 )2  ή  Ε ≈ 3,14⋅36 - 72  ή  Ε ≈ 41,04 m2 

Το κόστος είναι 41,04 ⋅ 3.000 = 123.120 δρχ.  
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