
 
 
 
 
 
 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  -  ΥΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ   

ΣΤΙΣ  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  
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Κεφάλαιο 4ο: ΘΕΩΡΙΑ  ΑΡΙΘΜΩΝ 

 
 

Απαντήσεις στις ερωτήσεις «Σωστό - Λάθος» 

 
 
 1. Λ 17. Σ 32. Σ 47. Σ 62. Σ 
 2. Σ 18. Σ 33. Λ 48. Λ 63. Σ 
 3. Λ 19. Λ 34. Σ 49. Σ 64. Λ 
 4. Λ 20. Σ 35. Σ 50. Λ 65. Λ 
 5. Σ 21. Σ 36. Σ 51. Λ 66. Λ 
 6. Σ 22. Λ 37. Λ 52. Σ 67. Σ 
 7. Λ 23. Σ 38. Σ 53. Λ 68. Λ 
 8. Σ 24. Σ 39. Σ 54. Σ 69. Σ 
 9. Λ 25. Σ 40. Σ 55. Σ 70. Σ 
10. Σ 26. Σ 41. Λ 56. Λ 71. Σ 
11. Λ 27. Λ 42. Σ 57. Λ 72. Σ 
12. Σ 28. Σ 43. Λ 58. Σ 73. Λ 
13. Λ 29. Σ 44. Σ 59. Σ 74. Σ 
14. Σ 30. Σ 45. Λ 60. Σ 75. Λ 
15. Λ 31. Λ 46. Λ 61. Λ 76. Λ 
16. Σ    77. Λ 
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Απαντήσεις στις ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 

 
 1. ∆ 11. Β 21. Γ 31. Ε 
 2. Γ 12. Γ 22. Α 32. Γ 
 3. Β 13. ∆ 23. Γ 33. ∆ 
 4. Β 14. Ε 24. Ε 34. Γ 
 5. ∆ 15. ∆ 25. ∆ 35. Ε 
 6. ∆ 16. Γ 26. Γ 36. Γ 
 7. ∆ 17. Γ 27. Ε 37. ∆ 
 8. Ε 18. Ε 28. ∆ 38. ∆ 
 9. ∆ 19. Γ 29. Γ  
10. ∆ 20. Γ 30. Γ  

 
 

Απαντήσεις στις ερωτήσεις αντιστοίχισης 

 
 1.  1Β, 2Γ, 3Ε, 4ΣΤ  7.   1Β, 2Α, 3∆ 
 2.  1Β, 2Ε, 3Α  8.  1∆, 2Α, 3Β, 4Ζ, 5Ε 
 3.  1Β, 2∆, 3Α  9.  1Α, 2∆, 3Β, 4Ε 
 4.  1Γ, 2∆, 3Β 10.  1Γ, 2∆, 3Α 
 5.  1Ε, 2Γ, 3Β 11.  1∆, 2Ε, 3Β, 4Α 
 6.  1Γ, 2Α, 3ΣΤ, 4Ζ, 5∆  

 
 

Απαντήσεις στις ερωτήσεις διάταξης 

 
1.  δ, α, β, ε, γ 
2.  γ, β, ε, α, δ, στ 
3.  α : 0,  γ : 1,  β : 2,  δ : 3, ε : 4 
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Υποδείξεις στις ερωτήσεις ανάπτυξης 
 

1.  Ο τύπος είναι 1 + 2 + 3 + ... + ν = 
2

1)+(ν ν . 

 

2. Ο αριθµός των διαγωνίων ενός ν-γώνου θα είναι Pν = 
2

3)-(ν ν . Για την 

απόδειξη παρατηρείστε ότι προσθέτοντας µια πλευρά στο πολύγωνο, 
προσθέτουµε (ν-2) + 1 = ν - 1 διαγώνιες, άρα Pν + 1 = Pν  + (ν - 1) = 

2
2)-(ν 1)(ν +  

 
 
3. Η ελάχιστη τιµή είναι ν = 5. Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή. 
 
 
4. Ένας άλλος τρόπος απόδειξης είναι ο εξής:  

24ν - 1 = (24)ν - 1ν = 16ν - 1ν = (16-1) (16ν-1 +...+ 1) = πολ.15 
 
 
5. Επαγωγή ή µε την ταυτότητα:  

(α + β)ν - αν = (α + β - α) [(α + β)ν-1 +… + αν-1] = πολ.β 
 
 
6. i) Επαγωγή  

ii) Αν ισχύει η Pν τότε ισχύει και η Pν + 1, όµως δεν ισχύει για ν = 1, άρα δεν 
µπορούµε να ισχυριστούµε ότι ισχύει για κάθε ν ∈ Ν*. 
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7. ii) Έστω α = 22 +  … (κ + 1 ριζικά), τότε α2 = 2 + 22 + (κ ριζικά) 

άρα α2 < 2 + 2 δηλαδή α2 < 4, άρα α < 2. Σύµφωνα µε την αρχή της 
µαθηµατικής επαγωγής ισχύει για οποιοδήποτε πλήθος ριζικών. 

8. i) Είναι 1 + 2 + 3 = 6 

 ii) Είναι 1 + 2 + 3 + … + ν = 
2

1)(ν ν +  

 
 
9. Απλή επαγωγή. 

 
 
10. Επαγωγή. 
 
 
11. Θα είναι α = 3 · κ + υ  µε κ = 2υ, άρα α = 3 · 2υ + υ,  µε υ = 0, 1, 2. Εποµένως 

α = 7υ. Άρα α = 0 (απορρίπτεται), α = 7 ή α = 14. 
 
 
12. Θα έχουµε 60 = δ⋅π + 12, άρα δ⋅π = 48 µε 12 < δ. Άρα θα έχουµε  

(δ, π) = (16, 3) ή (24, 2) ή (48, 1) 
 
 
13. α = β·π + υ µε 0 ≤ υ < β, άρα -α = (-β) π - υ, άρα -α = (-β) (π +1) + (β-υ) µε  

0 ≤ β - υ < β- . ∆ηλαδή είναι πηλίκο π + 1 και υπόλοιπο β - υ µε 

0 ≤ β - υ < β, που ισχύει. 
 
 
14.  Αν α = 2κ τότε α2 = 4κ2 =πολ.4 
 αν α = 2κ + 1, τότε α2 = (2κ + 1)2 =πολ.4 + 1 
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15.  Θα είναι α = 13 π + υ µε π = υ και 0 ≤ υ < 13. 
 Άρα α = 14 υ µε υ = 0, 1, 2... 13. 
 
16. Έχουµε 2285 = δπ1 + 8 και 977 = δπ2 + 5, άρα δπ1 = 2285 - 8 = 2277 και  

δπ2 = 977 - 5 = 972 άρα δ = (2277, 972) = 9. 
 
 
17. Έστω α ο αριθµός των δένδρων, τότε θα είναι  

α - 2 = πολ. [3, 4, 5, 6] = πολ. 60 και λόγω των υποθέσεων θα είναι  
α - 2 = 120 δηλαδή α = 122. 

 
 

18. Είναι 100 8α  µε  8απ80
1απ

2

1 >+=
+= . Άρα   απ 8α  µε  72

99 απ
2

1 >=
= , άρα είναι α = κοινός 

διαιρέτης των 99 και 72 µε α > 8, δηλαδή α = 9. 
 
 
19. α) Θα είναι x = 5x1 και y = 5y1 µε (x1, y1) = 1, άρα x + y = 200 ⇔ 

5x1 + 5y1= 200⇔x1 + y1= 40 µε (x1, y1) = 1 

β) x = 3x1 και y = 3y1, άρα x1 + y1 = 
3

200 , άτοπο.  

Άρα το σύστηµα είναι αδύνατο 
 
 
20.  Θα είναι x = 10x1 και y = 10y1 µε (x1, y1) = 1 και [x, y] = 100,  

άρα [x1, y1] = 10. Εποµένως (x1, y1) = (1, 10) ή (2, 5) ή (10, 1) ή (5, 2). 
 
 
21.  i) 2κ + 2λ = 2 (κ + λ) = 2ρ, άρτιος 
 ii) οµοίως 
 iii) (2κ + 1) + (2λ +1) = 2 (κ + λ + 1) = 2ρ 
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 iv) οµοίως 
 v) 2κ + (2λ + 1) = 2 (κ + λ) + 1 = 2 ρ + 1, περιττός 
 vi) οµοίως 
 vii) (2κ + 1) (2λ + 1) = 4κλ + 2κ + 2λ + 1 = 2ρ + 1 
 viii) 2κ (2λ + 1) = 2 [κ (2λ + 1)] = 2ρ 
 
 
22. Είναι ν (ν - 1)  
 αν ν άρτιος τότε 2κ (2κ - 1) = 2ρ, άρτιος 
 αν ν περιττός τότε (2κ -1) (2κ - 2) = 2ρ 
 
 
23. 2ν (2ν + 2) = 4ν (ν + 1) = 4 · 2κ = 8κ 

 
 

24.  Σε 5 διαδοχικούς ακεραίους υπάρχει ένας που είναι πολ/σιο του 5, ένας που 
είναι πολ/σιο του 3 και γινόµενο δύο διαδοχικών αρτίων που είναι (σύµφωνα 
µε την άσκηση 23) πολ/σιο του 8. Επειδή 5 · 3 · 8 = 120, έχουµε το 
συµπέρασµα. 

 
 

25.  Παίρνουµε το γινόµενο (ν - 1) ν (ν + 1)  και θέτουµε ν = 3κ   ή   ν = 3κ + 1  ή  
ν = 3κ + 2. 

 
 

26.  Στο γινόµενο (ν - 2) (ν - 1) ν (ν + 1) (ν + 2), θέτουµε ν = 5κ + υ, µε  
υ = 0, 1, 2, 3, 4. 

 
 

27.  Αν ο ένας είναι περιττός, τότε η διαφορά τους θα είναι περιττός, άτοπο. Αν 
είναι και οι δύο περιττοί, τότε το γινόµενό τους θα είναι περιττός, άτοπο. 
Άρα και οι δύο θα είναι άρτιοι. 
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28.  i) πράξεις 
 ii) Από το i) 
 iii) 80 = 4 · 20 = (20 + 1)2 - (20 - 1)2 
 
 
29. Έχουµε 2κ + 1 = 2κ + 1 + κ2 - κ2 = (κ + 1)2 - κ2. 
 
 
30. α) Αν ο ακέραιος είναι άρτιος θα είναι της µορφής 2κ, αν είναι περιττός θα 

είναι 2κ + 1 (α = 2κ + υ µε υ = 0 ή υ = 1). 
 β) Αν α = 2ρ, τότε α2 = 4ρ2 = 4κ 

αν α = 2ρ + 1, τότε α2 = (2ρ + 1)2 = 4ρ2 + 4ρ + 1 = 4κ + 1 
 γ) Περιπτώσεις για α άρτιο ή α περιττό. 
 
 
31. α) Αν α είναι η αξία του ενός κιλού, θα έχουµε: 1.500 = κ⋅α + 220,    

2.000 = (κ + 2) α + 80  από όπου έχουµε α = 320 
 β) Αφού η τιµή του ενός κιλού είναι 320 δρχ., θα πρέπει το 320, να διαιρεί 

κάποιο πολ/σιο του 5.000. Άρα είναι [5.000, 320] = 40.000. Άρα µε 8 
χαρ/τα των 5.000 δεν θα πάρουµε ρέστα. 

 
 

32. α = κ · ν + υ και β = λ · ν + υ, άρα α - β = (κ - λ) ν, άρα 
ν
β - α  = κ - λ 

 
 
33. α + λβ = (βκ + υ) + λβ = (κ + λ) β + υ 
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34.  α) ν3 - ν = (ν - 1) ν (ν  + 1). Οι ν - 1 και ν + 1 είναι άρτιοι, άρα το γινόµενό 
τους διαιρείται µε το 8. Επίσης µεταξύ των τριών διαδοχικών, ένας είναι 
πολ/σιο του 3, άρα το γινόµενό τους διαιρείται µε το 3 · 8 = 24. 

β) (ν2 - 1) ν2 (ν2 + 1) = (ν - 1) (ν + 1) ν2 (ν2 + 1) και 60 = 22 ⋅ 3 ⋅ 5 = 4 · 3 · 5 
και κάθε ένας από τους 4, 3, 5 διαιρεί την παράσταση. 

γ) (ν3 - 1) (ν2 - 4) = (ν - 2) (ν - 1) ν (ν  + 1) (ν  + 2) (γινόµενο πέντε 
διαδοχικών) και 120 = 8⋅3⋅5 

 
 

35. α) αν β = 1 + 3κ, τότε β2 = 1 + 3λ  
β) β3 = 1 + 3ρ 
 
 

36.  Αν ν = 1 + 5κ, τότε 3ν2 + 3ν - 1 = 5ρ 
 
 

37. Θέτουµε ν = 2 + 5κ  
 
 

38. Αν ν = 3 + 5κ τότε 3ν2 + 3ν - 1 = πολ.5 
αν ν = 1 +5κ, οµοίως 
 
 

39.  Ο α θα είναι της µορφής 3κ + 1 ή 3κ + 2 και ο β επίσης,  
έστω 3λ + 1 ή 3λ + 2. Συνδυάζουµε όλες τις περιπτώσεις. 

 
 

40. Τα ψηφία του θα είναι της µορφής κ, κ + 1, κ + 2 (ή κ + 2, κ + 1, κ). Έτσι θα 
ισούται µε 100 κ  + 10 (κ + 1) + κ + 2 = 111κ + 12 = 3 (37κ + 4) = πολ.3 
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41.  µε επαγωγή 
 
 

42.  Οµοίως 
 
 

43.  Οµοίως 
 
 

44. Αφού διαιρείται µε όλους τους αριθµούς από το 1 έως το 10, θα είναι κοινό 
τους πολ/σιο. Άρα θα είναι [1, 2, 3, …, 10] = 2.520 

 
 

45. α) i) Θα είναι α = κβ και β = λα, άρα αβ = κλαβ ⇔ κλ = 1 ⇔ κ = λ = 1. Άρα 
α = β 

ii)  Θα είναι α + β = κα ⇔ β = (κ - 1) α. Άρα α / β 
β) Θα έχουµε α + β = καβ, άρα α / α + β και β / α + β άρα α / β και β / α, 

δηλαδή α = β. Εποµένως 2α = κα2⇔2 = κα ⇔α = 1 ή α = 2 
 
 

46. Είναι α = ν (ν - 1) (ν + 1) (2ν - 1) (2ν + 1). Παίρνουµε περιπτώσεις για 
τον ν = 5κ + υ, µε υ = 0, 1, 2, 3, 4. Σε κάθε περίπτωση ένας παράγοντας είναι 
πολ/σιο του 5. 

 
 

47. Αν α = λµ, τότε α = 10λ + µ = 7λ + (3λ + µ) = πολ.7, αφού το 3λ + µ = πολ.7. 
 
 
48.  α) αβγαβγ = 105α + 104β + 103γ + 102α + 10 · β + γ = 1001 (100α + 10β + γ) 

β) Είναι 1001 = 7⋅11⋅13 
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49. Αν α = x · y = 10x + y,  τότε θα είναι β = y · x = 10y + x.  
Άρα α - β = 9 (x - y) = πολ.9 

 
 

50. α) 
β
α  + 

δ
γ  = 1 ⇔ αδ + βγ = βδ,  άρα  

αδ = βδ - βγ   και βγ = βδ - αδ, άρα 
αδ = β (δ - γ)  και βγ = δ (β - α), άρα  
        δ / β        και      β / δ 

β) άρα β  = δ  

 
 

51. Έστω (α, β) = δ1 και (5α + 4β, α + β) = δ2 τότε δ1 / δ2 και δ2 / δ1. 
 
 
52. Αφού (α, β) = 1, θα υπάρχουν ακέραιοι x, y ώστε αx + βy = 1. Όµως α = κδ, 

άρα δ (κx) + βy = 1, άρα (δ, β) = 1. 
 
 

53. Έστω (α, β) = δ1 και (α + βγ, β) = δ2  προφανώς δ1 / δ2 και άρα δ2 / δ1, οπότε 
δ1 = δ2. 

 
 
54. Έχουµε δ1 / α δ1 / α + βγ 
   άρα άρα δ1 / δ2 
  δ1 / β  δ1 / α + β (γ - 1)  

και  
  δ2 / α + βγ  δ2 / β  δ2 / β 
   άρα  άρα  άρα δ2 / δ1 
  δ2 / α + βγ - β  δ2 / βγ  δ2 / α 
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55.  Αφού  δ1 = (α, β) θα έχουµε 
 
  δ1 / α  δ1 / α 
   άρα  άρα δ1 / δ2 
  δ1 / β  δ1 / βγ 

 
 
 

56.  Αφού (5ν + 1, 6ν + 1) = δ, τότε 
 
  δ / 5ν + 1  δ / 5ν 
   άρα δ / ν άρα άρα δ / 1 
  δ / 6ν + 1 δ / 5ν + 1 
 
 
57.  α) Αν οι πλευρές του είναι x και y τότε η περίµετρος είναι 

2x + 2y = 2 (x + y) 
β) Το εµβαδόν του ισούται µε x · y = σύνθετος αφού x, y ≠ 1 και 2. 

 
 
58.  Επαγωγή 

Pν: (ν + 1) (ν + 2) (ν + 3) ... (2ν - 1) 2ν = πολ.2ν 
Pν + 1: (ν + 2) (ν + 3) (ν + 4) ... (2ν - 1) 2ν (2ν + 1) 2 (ν + 1)  = πολ.2ν + 1 

 
 
59.  i) Αν ο ένας τουλάχιστον είναι άρτιος, τότε ο 2 θα διαιρεί τον x · y.  

ii) Θα είναι x = 2κ + 1 και y = 2λ + 1, άρα x2 + y2 = (2κ + 1)2 + (2λ + 1)2 = 
πολ.2. 

iii) x2 + y2 = 4ρ + 2. 
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60.  Επειδή (α, β, γ) = 7, θα είναι α = 7κ, β = 7λ,  γ = 7µ  άρα  7 [κ, λ, µ] = 105 ⇔ 
[κ, λ, µ] = 15 = 1.3.5. Άρα θα είναι κ = 1, λ = 3, µ = 5 ή κ = 5, λ = 3, µ = 1, 
δηλαδή α = 7, β = 21, γ = 35 ή α = 35, β = 21, γ = 7. 

 
 

61. Για ν  = 2 έχουµε ν3 - 1 = 7, πρώτος 
 Για ν > 2 είναι ν3 - 1 = (ν - 1) (ν2 + ν + 1), σύνθετος 
 
 

62.  Έστω ρ   µε (α, β) = 1 και (γ, δ) = 1 δύο ρίζες της εξίσωσης.  

Θα έχουµε  ρ

= α
β

   ρ = γ
δ

 1 2,

1 + ρ2 = κ, ρ1 ⋅ ρ2 = λ  άρα  αδ + βγ = κβδ   και   αγ = λβδ  άρα     
αδ = β (κδ - γ) και αγ = δ (λβ) άρα β/αδ  και  δ/αγ άρα β/δ  και δ/α άρα 
β/α, άτοπο 
 
 

63.  Ένα παράδειγµα είναι οι αριθµοί 3, 4 και 6. 
Είναι [3, 4, 6] = 12 και (3, 4, 6) = 1 
αλλά 3⋅4⋅6 = 72. 

 
 
64. Θα είναι (30, 72, 54) = 6. Άρα µπορεί να φτιάξει το πολύ 6 οµοιόµορφες 

ανθοδέσµες. 
 
 
65.  [8, 10, 12] = 120. Άρα ο αριθµός θα είναι 120 + 5 = 125. 
 
 
66. [4, 5, 6] = 60. Ο µικρότερος αριθµός των µαθητών είναι 60 και µπορεί να 

είναι οποιοδήποτε πολ/σιο του 60. 
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67.  Για πρώτη φορά αυτό θα συµβεί µετά από [3, 5] = 15 ηµέρες.      
 
 
68.  Αυτό θα συµβεί µετά από [2, 3, 5] = 30 λεπτά. 
 
 
69.  Χρησιµοποιούµε τη σχέση (α, β) [α, β] = α · β. 
 
 
70.  Αν ρ = 2 τότε ο 8ρ - 1 δεν είναι πρώτος. 

Αν ρ ≥ 3 τότε θα είναι ρ = 3κ + 1  ή  ρ = 3κ + 2 
Για ρ = 3κ + 1  έχουµε 8ρ + 1 = 8 (3κ + 1) + 1 = 24κ + 9 = πολ.3. 
Για ρ = 3κ + 2  έχουµε 8ρ - 1 = 8 (3κ + 2) · 1 = 24κ + 15, όχι πρώτος. 

 
 
71. Ο αριθµός (ν + 1)! έχει παράγοντα τον αριθµό 2, άρα είναι άρτιος, εποµένως ο 

(ν + 1)! + 1 είναι περιττός. 
 
 
72. Θα είναι ρ = 3κ, άτοπο, ή ρ = 3κ + 1 ή ρ = 3κ + 2. Άρα 

ρ2 = (3κ + 1)2 = 3λ +  1 ή 
ρ2 = (3κ + 2)2 = 3λ +  1 

 
 
73. Είναι (x0, y0) = (1, - 1). Άρα x = 1 - 3t,    y = - 1 - 2t,  t ∈ Z 
 
 
74. Έχουµε (x0, y0) = (3, - 1). Άρα x = 3 + 7t,    y = - 1 - 6t,  t ∈ Z 
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75.  Έχουµε (x0, y0) = (7, - 1). Άρα x = 7 + 5t,    y = - 1 - 3t,  t ∈ Z. Θέλουµε x > 0 
και y > 0, από όπου έχουµε t = - 1. Άρα (x, y) = (2, 2). 

 
 
76. Επειδή (4, 8) = 2 και ο 2 δεν διαιρεί τον 3, η εξίσωση είναι αδύνατη 
 
 
77. Οι λύσεις της εξίσωσης είναι x = - 1 + 5t, y = 2 - 6t, t ∈ Z. Θέλουµε x < 0 και 

y > 0, από όπου έχουµε t ≤ 0. 
 
 
78.  Αν x είναι τα κέρµατα των 10 δρχ. και y τα κέρµατα των 20 δρχ., θα έχουµε 

10x + 20y = 200 ⇔ x + 2y = 20, µε λύσεις x = 4 + 2t, y = 8 - t, t ∈ Z. 
Θέλουµε x > 0 και y > 0 από όπου έχουµε t = - 1, 0, 1... 7. 

 
 
79.  i)  Είναι (71, 50) = 1 και 1 = 71 (-19) - 50 (- 27) άρα µία λύση είναι η  

(x0, y0) = (-19, -27) 
ii)  Οµοίως µία λύση είναι η (x0, y0) = (3, -2) 
iii) Η εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την 27x + 21y = 1. Επειδή (27, 21) = 3 και 

ο 3 δεν διαιρεί τον 1, η εξίσωση είναι αδύνατη. 
 
 
80.  Έστω δ = (α, β) τότε δ/α και δ/β, άρα δ/κα και δ/λβ. Εποµένως δ/κα + λβ, άρα 

η εξίσωση έχει λύση. 
 
 
81.  α) Είναι (x0, y0) = (-2, 2). Άρα x = - 2 + 5t,    y = 2 - 4t,  t ∈ Z.  

β) Θέλουµε x < 0 και y > 0, από όπου έχουµε t < 
5
2 . Άρα x = - 2 + 5t,  

y = 2 - 4t, µε t ≤ 0. 
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82. Αν x είναι οι νίκες και y οι ισοπαλίες της οµάδας, θα έχουµε 3x + y = 38,  
µε x > y > 0. Είναι (x0, y0) = (1, 3 5), x = 1 + t, y = 35 - 3t, t ∈ Z,  
x > 0 και y > 0, άρα t = 0, 1, ... 11. Επειδή θέλουµε x > y, είναι t = 9 ή 10 ή 
11. Επειδή y > 5 τελικά έχουµε t = 9 µε x = 10 και y = 8. 

 
 
83.  Αν x το πλήθος των λιρών σε µια πλευρά, τότε όλες οι λίρες θα είναι x2. Αν x 

= 3κ  τότε x2 = 9κ2, δεν είναι της µορφής 3λ + 2 (αφού περίσσεψαν 2 λίρες). 
Οµοίως για x = 3κ + 1 ή x = 3κ + 2. Άρα ο υπάλληλος δεν έλεγε την αλήθεια. 
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