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Γενικευµένη γωνία  -  Γενικευµένα τόξα  -  Το ακτίνιο 
Τριγωνοµετρικός κύκλος  -  Τριγωνοµετρικοί αριθµοί γενικευµένης γωνίας 
 
1.  Η γωνία ω του παρακάτω σχήµατος είναι θετική.  

 

α) Συνδέστε κατάλληλα τα στοιχεία των δύο στηλών:  
Στήλη (Α) Στήλη (Β) 

ΟΛ αρχική πλευρά της ω 

ΟΑ τελική πλευρά της ω 

β) Αν ΑΟΛ = ω, συµπληρώστε την ισότητα:  
φ = ................ 

γ) Συµπληρώστε τις φράσεις:  
Η γωνία 720° + ω έχει αρχική πλευρά την ................ 
Η γωνία -360° + ω έχει τελική πλευρά την ................. 
 

2.  Στους κύκλους της διπλανής σελίδας έχουν αντιστοιχηθεί: 
• κάποιοι θετικοί πραγµατικοί αριθµοί και το 0, στον πρώτο  
• κάποιοι αρνητικοί αριθµοί και το 0, στο δεύτερο 

µε βάση τη συµφωνία ότι ο αριθµός 1 αντιστοιχεί σε τόξο 1 rad. 
Αν συνεχίσουµε την τοποθέτηση των πραγµατικών αριθµών πάνω στους 
κύκλους αυτούς:  

α) Ο 7 θα συµπέσει µε τον αριθµό 1; Αν ναι, γιατί;  
Αν όχι, θα προηγείται ή θα έπεται του 1 και κατά πόσα ακτίνια;  

β) Ο - 14 θα συµπέσει µε τον αριθµό - 2; Αν ναι, γιατί;  
Αν όχι, θα προηγείται ή θα έπεται του - 2 και κατά πόσα ακτίνια;  
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3.  Χρησιµοποιώντας τον τύπο 
180
µ  = 

π
α , να συµπληρώσετε τον πίνακα:  

Μέτρο γωνίας 
σε µοίρες 

0° 30° 45°   120°  150° 180°  1° 

Μέτρο γωνίας 
σε ακτίνια 

0   π/3 π/2  3π/4  π 1  

 
4.  Πόσο είναι σε ακτίνια οι γωνίες:  
α) ενός ισόπλευρου τριγώνου; 
β) ενός ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου;  

 
5.  Συµπληρώστε τον πίνακα:  

Μέτρο γωνίας 
σε µοίρες 

10° 53° 60° 18°     

Μέτρο γωνίας 
σε ακτίνια 

    2π/3 π/4 3π/8 2 

 
6.  Εκφράστε σε ακτίνια τις γωνίες Α, Β και Γ τριγώνου ΑΒΓ:  
α) όταν Α = 72° και Β = 18°,  
β) όταν το τρίγωνο είναι ισοσκελές και Α = 45°  

(θα εξετάσετε και τις δύο πιθανές περιπτώσεις).  
 

 
 
7. Το τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχήµατος είναι 
ισόπλευρο. Υπολογίστε σε ακτίνια τις γωνίες ΑΟΒ, 
ΑΜΒ και ΒΜΓ.  

 
 

8.  Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α = π/6 rad και Β = 2π/6 rad. Τι είδους τρίγωνο είναι 
το ΑΒΓ;  

 
9. ∆ίνονται δύο οµόκεντροι κύκλοι µε κέντρο Ο και µε ακτίνες R και R΄ 
αντίστοιχα. Μια γωνία xOy αποκόπτει από τον Κ ένα τόξο µε µήκος 9 και από 

τον Κ΄ ένα τόξο µε µήκος 20. Αποδείξτε ότι 
R
R΄  = 

9
20 . 
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10.  Σε κύκλο ακτίνας R = 4, υπολογίστε το µήκος τόξων που αντιστοιχούν στις 
γωνίες:  
α) α = π/4 rad,  β) α = 2π/3 rad,   γ) α = 36° 

 
11. ∆ύο πόλεις Α και Β νησιών του Ινδικού 
Ωκεανού βρίσκονται πάνω στον ίδιο 
Μεσηµβρινό και έχουν γεωγραφικό πλάτος 
20,52° Νότιο και 4,38° Νότιο αντίστοιχα. 
Υπολογίστε την απόσταση µεταξύ των δύο 
πόλεων ακολουθώντας τον Μεσηµβρινό του 
οποίου το συνολικό µήκος είναι 40.000 km.  

 

 
 
 
12.  Στο διπλανό σχήµα δίνεται ότι: το τόξο 
ΓΗ∆ του εξωτερικού κύκλου έχει το ίδιο 
µήκος µε το ηµικύκλιο ΑΖΒ του εσωτερικού 
κύκλου. Ποια πρέπει να είναι η τιµή της 
γωνίας  
x = ΑΟΓ σε rad;  

 
13.  Με βάση το παρακάτω σχήµα, συµπληρώστε τον πίνακα:  

 
γωνία τελική 

πλευρά 
µέτρο γωνίας 
σε µοίρες 

ηµίτονο 
γωνίας  

συνηµίτονο 
γωνίας 

θετική     ΑΟΚ  50° y = + (ΟΡ)  
θετική     ΑΟΛ    ρ = - (ΟΣ΄) 
θετική     ΑΟΜ     
Αρνητική  ΑΟΝ     
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14.  α)  Τοποθετήστε στο διπλανό τριγωνοµετρικό 
κύκλο τη γωνία ΑΟΑ1 = 25° και προσδιορίστε 
γραφικά το ηµίτονο και το συνηµίτονό της.  
Να γίνει το ίδιο για τις γωνίες  
ΑΟΑ2 = 76°, ΑΟΑ3 = 135°.  

β) Στον άξονα Α΄ΟΑ προσδιορίστε σηµείο Η µε 
τετµηµένη 0,75. Στη συνέχεια να προσδιορίσετε 
γραφικά τις γωνίες που έχουν συνηµίτονο τον 
αριθµό 0,75. Να προσδιορίσετε γραφικά και τα 
ηµίτονα των γωνιών αυτών.  

γ) Να γίνει ότι και στο (β) για σηµείο Κ µε τετµηµένη 0,50 και για σηµείο Λ 
µε τετµηµένη - 0,60.  

 
δ)  Στον  άξονα Β΄ΟΒ να προσδιορίσετε σηµείο 
Κ µε τεταγµένη 0,50. Στη συνέχεια να προσ-
διορίσετε γραφικά τις γωνίες που έχουν 
ηµίτονο τον αριθµό 0,50. Να προσδιορίσετε 
γραφικά και το συνηµίτονο των γωνιών 
αυτών. 

ε) Να γίνει ότι και στο (δ) για σηµείο Ν µε τεταγµένη 0,80.  
 

15. Με βάση τα στοιχεία που σηµειώνονται στο διπλανό 
τριγωνοµετρικό κύκλο και τις απαραίτητες ευθείες 
που πρέπει να χαράξετε, να βρείτε:  
α)  συν0°   β) συν30° 
συν90°       συν120° 
συν180°     συν240° 
συν270°     συν330° 

∆ικαιολογήστε την απάντησή σας στο (β) ερώτηµα. 
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16.   Στο διπλανό τριγωνοµετρικό κύκλο:  
Να σχεδιάσετε τις γωνίες που σηµειώνονται στους 
πίνακες Α, Β, Γ και στη συνέχεια να συµπλη-
ρώσετε τους πίνακες αυτούς. 

Πίνακας Α     

γωνία π/2 π 3π/2 2π 

τελική πλευρά  ΟΒ    

 
 
Πίνακας Β     

γωνία π/4 3π/4 5π/4 7π/4 

τελική πλευρά      

 
 
Πίνακας Γ        

γωνία π/8 2π/8 3π/8 π/2  ...... 15π/8 2π 

τελική πλευρά         
  
Τι είδους πολύγωνο ορίζουν στον τριγωνοµετρικό κύκλο οι τελικές πλευρές 
των γωνιών του Πίνακα Γ;  

 
17.  Να γράψετε δύο γωνίες που να έχουν την ίδια αρχική και την ίδια τελική 

πλευρά µε τη γωνία:  
α) 60°,  β) - 20 °.  

 
18.  Να τοποθετήσετε στον τριγωνοµετρικό κύκλο τις γωνίες:  

90°,  - 90°,  135°,  210°,  - 240°,  750°,  - 4π/3 rad,  - π rad. 
 
19.  Να εξετάσετε αν οι γωνίες φ = 760° και ω = - 320° έχουν την ίδια τελική 

πλευρά.  
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20.  Με βάση το παρακάτω σχήµα συµπληρώστε τον πίνακα που ακολουθεί:  

 
 

Γωνία 0° 20° 40° 60° 120° 140° 160° 180° 

Τελική πλευρά   ΟΜ       

Πέρας αντ. Τόξου   Ν      
Τετµηµένη    0,50     

Τεταγµένη  0,34       

  
 
21. Ο διπλανός κυκλικός δίσκος έχει διαιρεθεί σε 
οκτώ ίσους κυκλικούς τοµείς. Να βρείτε σε 
ακτίνια τα µέτρα των γωνιών: ΑΟΒ,  ΖΟΕ,  ΗΟΒ  
και ΖΟΘ.  

 
 
22.  Στον τριγωνοµετρικό κύκλο: 
α) Να σχεδιάσετε τις γωνίες:  
π/3,  2π/3,  π,  4π/3,  5π/3,  2π.  

β) Ποιες από τις παραπάνω γωνίες έχουν το ίδιο 
ηµίτονο;  

γ) Ποιες από τις παραπάνω γωνίες έχουν το ίδιο 
συνηµίτονο;  
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δ) Τι είδους πολύγωνο ορίζουν τα σηµεία τοµής των τελικών πλευρών των 
γωνιών αυτών µε τον τριγωνοµετρικό κύκλο;  

ε) Γράψτε τα µέτρα των γωνιών αυτών σε µοίρες. 
 

23.  Στον τριγωνοµετρικό κύκλο να σχεδιάσετε τα πέρατα των τόξων:  
xκ = κπ/3  µε  κ ∈ Ζ 

Πόσες διαφορετικές τιµές θα έχει η συνάρτηση ηµxκ; η συνxκ;  
 
24.  Στον τριγωνοµετρικό κύκλο:  
α) Να σχεδιάσετε τις γωνίες:  
π/6,  2π/6,  ... ,  11π/6, 2π.  

β) Ποιες από τις παραπάνω γωνίες έχουν το ίδιο 
ηµίτονο;  

γ) Ποιες από τις παραπάνω γωνίες έχουν το ίδιο 
συνηµίτονο;  

δ) Τι είδους πολύγωνο ορίζουν τα σηµεία τοµής των τελικών πλευρών των 
γωνιών αυτών µε τον τριγωνοµετρικό κύκλο;  

ε) Γράψτε τα µέτρα των γωνιών αυτών σε µοίρες.  
 

25.  Στον τριγωνοµετρικό κύκλο να σχεδιάσετε τα πέρατα των τόξων:  
yκ = κπ/6  µε  κ ∈ Ζ 

Πόσες διαφορετικές τιµές θα έχει η συνάρτηση συνyκ; 
 

26.  Τι είδους πολύγωνο ορίζουν στον τριγωνοµετρικό κύκλο οι τελικές πλευρές 
των γωνιών κπ/12  µε  κ ∈ Ζ; 

 
27.  Το ηµω: 

Α. µετριέται µε µοίρες B. µετριέται µε rad Γ. µετριέται µε m 
∆. µετριέται µε cm  Ε. δεν µετριέται µε καµιά µονάδα 
 

28.  Από τις παρακάτω τιµές δεν µπορεί να είναι ηµίτονο γωνίας: 

Α. 
2
1  B. -

2
3   Γ. 

2
2   ∆. -

2
1      Ε. 

2
3  
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29.  Αν συνx + ηµx  = 2 τότε η γωνία x ισούται µε:  
Α. 0° Β. 90° Γ. 180° ∆. 270°  Ε. κανένα από τα προηγούµενα.  

 
30.  Για οποιαδήποτε γωνία x: 

Α. συνx < -1 Β. συνx > 1 Γ. - 1 ≤ συνx ≤ 1  
∆. το συνx δεν ορίζεται Ε. δεν ισχύει κανένα από τα προηγούµενα.  

 
31. Ο κύκλος του διπλανού σχήµατος είναι χωρισµέ-

νος σε έξι ίσα τόξα.  
α) Να δώσετε σε ακτίνια το µέτρο των γωνιών:  
ΑΟΒ = .......... ΒΟ∆ = .......... 

β) Να δώσετε ένα µέτρο των τόξων:  
ΑΒ Β∆ ΕΓ ∆Α 

γ) Να προσδιορίσετε το σηµείο Μ του κύκλου στις ακόλουθες περιπτώσεις:  
i)  το τόξο ΒΜ να έχει µέτρο 2π/3 
ii)  το τόξο ΖΜ να έχει µέτρο - π/3 + 8π 
iii) τα τόξα ΑΕ και ΓΜ να έχουν το ίδιο µέτρο.  

 
32. ∆ίνεται ο τριγωνοµετρικός κύκλος που δείχνει το 

διπλανό σχήµα.  
α) Να γράψετε σε µοίρες δύο γωνίες:  

i)  που να έχουν τελική πλευρά την ΟΑ   ...... ...... 
ii)  που να έχουν τελική πλευρά την ΟΒ   ...... ...... 
iii) που να έχουν τελική πλευρά την ΟΑ΄  ...... ...... 
iv) που να έχουν τελική πλευρά την ΟΒ΄  ...... ......  

β) Να γράψετε σε ακτίνια όλες τις γωνίες που έχουν τελική πλευρά την ΟΑ, 
την ΟΒ, την ΟΑ΄ και την ΟΒ΄.  

γ) Να γράψετε σε ακτίνια όλες τις γωνίες που να έχουν τελική πλευρά:  
i)  την ΟΑ ή την ΟΑ΄  
ii)  την ΟΒ ή την ΟΒ΄. 

δ) Ποια είναι η τελική πλευρά των γωνιών:  
i)  2κπ + 3π/2,  κ ∈ Ζ  
ii)  2κπ - π/2,     κ ∈ Ζ;  
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33.  α) Στους παρακάτω τριγωνοµετρικούς κύκλους έχουν σχεδιαστεί οι άξονες  
     των εφαπτοµένων. Να σχεδιάσετε σε καθέναν απ� αυτούς τις εφαπτόµενες  
     των εξής γωνιών:   45°,  90°,  180°,  270°,  0°.  

 

β) Σε ποιο τεταρτηµόριο πρέπει να βρίσκεται η τελική πλευρά µιας γωνίας για 
να είναι η εφαπτοµένη της θετική;  

 
 

34.  α) Στους παρακάτω τριγωνοµετρικούς κύκλους έχουν σχεδιαστεί οι άξονες  
     των συνεφαπτοµένων. Να σχεδιάσετε σε καθέναν απ� αυτούς τις  
     συνεφαπτόµενες των εξής γωνιών:   45°,  90°,  180°,  270°,  0°.  

 

β) Σε ποιο τεταρτηµόριο πρέπει να βρίσκεται η τελική πλευρά µιας γωνίας για 
να είναι η συνεφαπτοµένη της αρνητική;  
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35. Στον τριγωνοµετρικό κύκλο του διπλανού 
σχήµατος τοποθετήστε τις γωνίες: π/3,  2π/3,  π,  
4π/3,  5π/3,  2π.  
α) Ποιες από τις γωνίες αυτές έχουν την ίδια 
εφαπτοµένη;  

β) Ποιες από τις γωνίες αυτές έχουν την ίδια 
συνεφαπτοµένη;  

 
36.  Στον τριγωνοµετρικό κύκλο του διπλανού σχή-

µατος τοποθετήστε τις γωνίες: π/4,  π/2,  3π/4,  π,  
5π/4,  3π/2,  7π/4,  2π.  
α) Ποιες από τις γωνίες αυτές έχουν την ίδια 
εφαπτοµένη;  

β) Ποιες από τις γωνίες αυτές έχουν την ίδια 
συνεφαπτοµένη;  

 
 
 
Το πρόσηµο των τριγωνοµετρικών αριθµών γενικευµένης γωνίας 
 
1.  Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα µε το πρόσηµο (+) ή (-) λαµβάνοντας 
υπόψη το τεταρτηµόριο στο οποίο βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας.  

 Τεταρτηµόριο 
τελική πλευρά 
γωνίας θ 1ο  2ο  3ο  4ο  

πρόσηµο  ηµθ     

πρόσηµο  συνθ     

πρόσηµο  εφθ     

πρόσηµο  σφθ     

 
2.  Από τους παρακάτω τριγωνοµετρικούς αριθµούς είναι θετικός ο:  
Α. ηµ200°    Β. συν160°     Γ. συν (-140°)     ∆. ηµ (-200°)      Ε. συν (-240°) 
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3.  Συµπληρώστε στον παρακάτω πίνακα το τεταρτηµόριο στο οποίο βρίσκεται 
η τελική πλευρά της γωνίας θ.  

 τεταρτηµόριο 
τελικής 
πλευράς 

ηµθ > 0  και  συνθ < 0  

εφθ < 0  και  συνθ < 0  

σφθ > 0  και συνθ > 0  

εφθ < 0  και  συνθ > 0  

ηµθ < 0  και  εφθ < 0  

σφθ < 0  και  ηµθ > 0  

ηµθ > 0  και εφθ > 0  

ηµθ > 0  και συνθ < 0  

 
4.  Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα.  

γωνία θ πρόσηµο  
ηµθ 

πρόσηµο 
συνθ 

πρόσηµο  
εφθ 

πρόσηµο 
σφθ 

117°     
- 100°     

925°     
- 40°     

 
5.  Αν ηµθ < 0 και εφθ > 0, τότε η τελική πλευρά της γωνίας θ βρίσκεται:  
Α. στο 1ο τεταρτηµόριο  Β. στο 2ο τεταρτηµόριο     Γ. στο 3ο τεταρτηµόριο 
∆. στον ηµιάξονα Οx΄    Ε. στο 4ο ή 1ο τεταρτηµόριο 

 
6.  Να βρείτε το πρόσηµο των παρακάτω γινοµένων:  
α) ηµ80° . συν260° 
β) συν120° . εφ310° 
γ) ηµ100° . συν100° 
δ) εφ240° . συν320° 
 

7.  Αν  0 < x < 90°  βρείτε το πρόσηµο της παράστασης  
     ηµ (180° - x) + εφ (90° - x) - συν (270° - x).  
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8.  Να βρείτε το πρόσηµο των παρακάτω διαφορών:  
α) ηµ20° - ηµ23° 
β) συν243° - συν250° 
γ) εφ200° - εφ190° 
δ) σφ72° - σφ294° 

 
9.  Αν 0 < x < 360°, τότε η σχέση ηµ2x = συν2x αληθεύει για:  
Α. µια τιµή του x  Β. δύο τιµές του x Γ. τρεις τιµές του x 
∆. τέσσερις τιµές του x Ε. καµία τιµή του x 

 
10.  Με µοναδική πληροφορία την τιµή του αριθµού:   

π = 3,14159264... 
να βρείτε το πρόσηµο του ηµ και του συν των παρακάτω γωνιών:  
α) 3,1 rad      β) 1,58 rad         γ) 4,5 rad          δ) 31,4 rad 
Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.  
 

Αξιοσηµείωτες γωνίες  

30° / 
6
π       45° / 

4
π       60° / 

3
π      90° / 

2
π     180° / π    270° / 

2
3π     360° / 2π  

 
1. Συνδέστε κατάλληλα κάθε στοιχείο της στήλης (Α) µε ένα στοιχείο της  
στήλης (Β).  

Στήλη (Α) Στήλη (Β) 

συν30° 1/2 

συν45° 3 /2 
εφπ/4 0 
σφ60° 1  

συνπ/3 - 3  

 3  

 3 /3 

 - 1 

 2 /2 
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2.  Εξηγήστε την κατασκευή στο διπλανό σχήµα. 
Πώς προσδιορίστηκαν:  
α) Το πέρας του τόξου π/4; 
β) Το πέρας του τόξου π/3; 
γ) Το πέρας του τόξου π/6; 
δ) Ποια σχέση υπάρχει µεταξύ των περάτων  
των τόξων π/3 και π/6; 

 
 

 
3.  Στο διπλανό σχήµα γνωρίζοντας ότι Π, Κ. Ρ 
και Ι είναι τα µέσα των ΟΑ, ΟΒ, ΟΑ΄ και 
ΟΒ΄ αντίστοιχα, να βρείτε τα µέτρα των 
γωνιών: ΑΟΘ, ΑΟΖ, ΑΟΓ, ΑΟ∆, ΑΟH, 
ΑΟΜ, ΑΟΝ, ΑΟΣ. ∆ικαιολογήστε την 
απάντησή σας. 

 
 
4.  Υπολογίστε την τιµή της παράστασης:  

συν20 + συν2

6
π  + συν2

4
π  + συν2

3
π  + συν2

2
π  

 
5.  Το ηµ0° + ηµ30° + ηµ45° + ηµ60° + ηµ90° ισούται µε:  

Α. 
2
3  + 

2
6   Β. 

2
1  + 

2
2 + 

2
3 + 1    Γ. 

2
4321 +++  

∆. 
2
3  + 

2
5   Ε. 

4
2321 +++  

 
6.  Η τιµή του γινοµένου:  συν0° . συν90° . συν180° . συν270° . συν360° είναι:  

Α. -1 Β. 1  Γ. 0   ∆. 2  Ε. 
2
1  
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7.  α) Συµπληρώστε στον παρακάτω πίνακα τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς  
          των γωνιών που σηµειώνονται.  

Γωνία θ     0° 
    0 

 90°  
π/2 

 180° 
π 

 270° 
3π/2 

 360° 
2π 

 

ηµθ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

 

 

συνθ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

 

 

εφθ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

 

 

σφθ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

  

........ 

 

 
β) Αντικαταστήστε στον ίδιο πίνακα τις τελείες µε το (+) ή µε το (-) 
ανάλογα µε το πρόσηµο των γωνιών που βρίσκονται µεταξύ των 
δεδοµένων γωνιών.  

 
Σχέσεις µεταξύ των τεσσάρων τριγωνοµετρικών αριθµών της ίδιας γωνίας 
 
1.  Χρησιµοποιώντας τις παρακάτω βασικές ταυτότητες (α) - (στ)  

α) εφω = 
συνω
ηµω  β) σφω = 

ηµω
συνω  γ) εφω . σφω = 1 

δ) συνω = ± 
ωεφ + 1

1
2

 ε) ηµω = ± 
ωεφ + 1

εφω
2

 στ) ηµ2ω + συν2ω = 1 

να λύσετε τις ασκήσεις που ακολουθούν:  

 
2.  ∆ίνεται:  
α) συνθ = 0,6 όπου 0° < θ < 90°. Υπολογίστε:   i) ηµθ, ii) εφθ 

β) συνθ = - 
4
3  όπου 180° < θ < 270°. Υπολογίστε:   i) ηµθ, ii) εφθ 
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3.  Εάν ηµθ = 0,4 και  0° < θ < 90°,  υπολογίστε το συνθ και την εφθ.  
 

4.  Εάν ηµy = 
3
2  και  90° < y < 180°,  υπολογίστε το συνy και την εφy. 

 

5. Εάν εφθ = 
15
8  και 180° < θ < 270°, υπολογίστε τους άλλους τριγωνο-

µετρικούς αριθµούς της γωνίας θ. 
 

6.  Εάν εφθ = -
4
3  και 270° < θ < 360°, να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνο- 

µετρικούς αριθµούς της γωνίας αυτής.  
 

7.  Να βρείτε τη γωνία θ, αν γνωρίζετε ότι ηµθ = - 
2
3  και 

2
π  ≤  θ  ≤ 

2
3π . 

 
8.  Να γίνουν οι πράξεις:  
α) (ηµθ + συνθ)2 + (ηµθ - συνθ) 2 
β) (ηµθ + συνθ) 2 - (ηµθ - συνθ) 2 
 

9.  Αν είναι 0 < α < 
2
π , τότε να αποδείξετε ότι: 

αεφ

1
2

 =  
αηµ

1
2

 - 1. 

 

10.  Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις   x >
3
2 ,   0 < α < 

2
π    και   0 < β < 

2
π   

και συµβαίνει    ηµα = 
3x

2 -3x     και    εφβ =  
2

2 -3x , τότε να αποδείξετε 

ότι α = β.  
 

11.  Αν 2εφθ - 3 = 0 και ηµθ < 0, να βρεθεί το συνθ.  

12. Αν   6ηµ2x + ηµx - 1 = 0   και   π < x < 
2

3π ,   να βρεθεί το συνx.  

13.  Αν 2συν2x - 5συνx + 2 = 0 και 270° < x < 360°, να βρεθεί η εφx.  
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14.  Αποδείξτε ότι για οποιεσδήποτε γωνίες x, α, β ισχύουν:  

α) (ηµx - συνx)2 = 1 - 2 ηµx . συνx 
β) ηµ4x - συν4x = ηµ2x - συν2x = 1 - 2συν2x = 2ηµ2x - 1 
γ) (1 + ηµx + συνx)2 = 2 (1 + συνx) (1 + ηµx) 

δ) 
xεφ + 1

xεφ - 1
2

2
 = 1 - 2ηµ2x 

ε) 1 - 
 ηηµ+ 1

xσυν2
 = ηµx 

στ) ηµ2α (1 + σφ2α) + συν2α (1 + εφ2α) = 2 

ζ) 
εφβ + σφα
σφβ + εφα  = 

εφβ
εφα  

 
15.  Αν ηµx  + συνx  = 1, τότε η γωνία x παίρνει: 

Α. καµία τιµή  B. µια τιµή  Γ. τρεις τιµές 
∆. άπειρες τιµές  Ε. τέσσερις τιµές 

 
16.  Αν ηµx  + συνx  = 0, τότε η τελική πλευρά της γωνίας x βρίσκεται: 

Α. στο 1ο τεταρτηµόριο B. στο 2ο τεταρτηµόριο  
Γ. στο 3ο τεταρτηµόριο ∆. στο 4ο τεταρτηµόριο  
Ε. δεν υπάρχει γωνία x που να ικανοποιεί αυτή τη σχέση 

 
17.  Ποιες από τις παρακάτω σχέσεις ισχύουν:  

α) ηµx = 
1- λ
λ , λ > 1             β) ηµx = 

4
π  

γ) συνx = 
2
π    δ) ηµx = 3 - 2 

ε) συνx = - 7 7   στ) ηµα = 3 29 - 11  

ζ) ηµx = 2  - 1  η) εφx = 
2
π  
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18.  Αν 0 < x < 
2
π , τότε: 

Α. ηµx + συνx > 1 B. ηµx + συνx < 1 Γ. ηµx + συνx = 1  
∆. εφx < ηµx  Ε. κανένα από τα παραπάνω 
 

19.  Αν κ = 2συνx + 5, τότε η µεγαλύτερη τιµή του κ είναι:  
Α. 5  B. 3  Γ. - 2  ∆. 7  Ε. - 7 
 

20.  Αν 45° < x < 90°, τότε: 
Α. ηµx > συνx  B. ηµx < συνx   Γ. εφx < 1  

∆. ηµx  = συνx  Ε. ηµx + συνx < 
2
1  

 
21. Να τοποθετήσετε το κατάλληλο σύµβολο (>), (<) ή (=) στις παρακάτω 

σχέσεις:  
α) ηµ40° ..... ηµ40° ηµ60°  
β) ηµ55° ..... (ηµ55°)2 
γ) συν170° ..... συν170° συν25°    
δ) ηµ340° ..... εφ340° 
ε) συν70° ..... εφ70° 
 

22. Να δείξετε ότι η ανίσωση 2συν2x - 11συνx + 15 > 0 αληθεύει για 
οποιαδήποτε γωνία x. 

 

23.  Βρείτε τα x και y  αν   0 < y < x < 
2
π   και   3ηµ (x + y) + συν (x - y) = 4.  

 
24.  Βρείτε τη µεγαλύτερη και τη µικρότερη τιµή των παραστάσεων:  

α) y = 2 + 3 συνx 
β) y = 5 + ηµ2x 

γ) y = 
x - 2

1
ηµ
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25.  Αν εφx = κ, τότε το 
2

2

κ + 1

κ  ισούται µε:  

Α. 1 + ηµ2x  B. συν2x  Γ. σφ2x  ∆. ηµ2x Ε. εφ2x + 1 
 

26. Από τις παρακάτω σχέσεις σηµειώστε αυτή που δεν ισχύει πάντοτε 
(χρειάζεται περιορισµούς): 

Α. ηµ2x = 1 - συν2x   B. εφx =  
συνx
ηµx      Γ. συν2x = 

xεφ + 1

1
2

   

∆. ηµ2x = 1 - 
xεφ + 1

1
2

          Ε. - 1 ≤ ηµx ≤  1 

 
27.  Αν  x1, x2  είναι ρίζες της εξίσωσης  

(1 + ηµφ) x2 - (1 + ηµ2φ) x + (1 - ηµφ) ηµφ = 0,   ηµφ ≠ -1 

τότε να δείξετε ότι:  x1 + x2 + x1 . x2 = 1 
 
 

28.  Να δείξετε ότι αν   εφ2x = 1 + 2εφ2y,   τότε   συν2y = 2συν2x.  
 

29.  Αν   συνx - ηµx = 2 ηµx,   τότε και   συνx + ηµx = 2 συνx.  
 
 

30.  Αν   3ηµθ + 5συνθ = 5,   τότε να δείξετε ότι:   (3συνθ - 5ηµθ)2 = 9.  
 

31.  Αν το  ηµx = 
13
5 , 90° < x < 180°,   τότε το συνx  ισούται µε:  

Α. -
13
12  Β. 

13
12  Γ. 

13
8  ∆. -

13
8  Ε. 

5
13  

 
32.  Για οποιαδήποτε γωνία x, µε x ≠ κπ και κ ∈ Ζ, η έκφραση (ηµ2x)2  

     ισούται µε:  
Α. 4ηµx 2 B. ηµ22x Γ. ηµ4x2  ∆. ηµ4x  Ε. 4ηµx  
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33.  Αν   x = 2συνθ  και   y = 3ηµθ,  τότε ισχύει:  

Α. x2 - y2 = - 5 Β. 
9

x2
 + 

4
y2

 = 1 Γ. x2 + y2 = 13  

∆. 
4

x2
 - 

9
y2

 = 1 Ε. 
4

x2
 + 

9
y2

 = 1 

 
34.  H παράσταση  κ = (ηµx + συνx)2 + (ηµx - συνx)2  ισούται µε:  

Α. 1   B. 0  Γ. 2 ∆. 4 Ε. 
2
1  

 
35.  H παράσταση  κ = ηµ3x + ηµxσυν2x  ισούται µε:  

Α. ηµx   B. - ηµx  Γ. εφ2x ∆. 0 Ε. 1 
 

36.  Να δείξετε ότι:  
α) x2 +x 3 ηµσυν  ≤ 5 

β) x10 - x2 συνηµ  ≤ 12 
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